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ENUNTURI

clasa a |X-a
1. olimpiade

ETAPA LOCALA

Arges

9.0.1. Fiex,y, ze (0, =), astfel incat x - y - z= 27.
a) Aritati ca \x+.By +/5z<x+y+z
b) Precizati daca exista numere reale pozitive x, y, z care verifica egalitatea:
X2 y2 ZZ
g + =1.
Jx+2y+5z By +3z+7x 52+ x+6y

9.0.2. Fie sirul crescator x, € [0, =), cu X = 0 si x3 = a, care verifica relatia: X1 = @ — X, +

+2./x X ..,V ne N. Aratati cd X, =Zn:,/a2 +ha X X, .
k=1

9.0.3. Fie A’e (BC), B’ (AC), C’e (AB) punctele de contact ale cercurilor exinscrise cu laturile
triunghiului ABC.

a) Calculati, in functie de vectorii AB si AC, vectorul v=a?AA +b?BB’+c?CC’, cu notatiile
obisnuite Tn triunghiul ABC.
b) Daca a, b, ¢ sunt numere pozitive in progresie aritmetica, atunci v este coliniar cu AC.

9.0.4. Rezolvati in R ecuatia vx? + 31X ++/X+31=X+/Xx+8.

Dan Nedeianu, Gazeta Matematicanr. 11/2019

15 Bihor

9.0.5. Determinati functiile f : N — R cu proprietatea:
f()+2-f2)+3-f@)+..+n-f(N)=f(n+1)-1,Vne N.

9.0.6. Rezolvati in R ecuatia /X2 +31x +v/x+31= x+/X+8..

Dan Nedeianu, Gazeta Matematica nr. 11/2019
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9.0.7. Fie rombul ABCD si punctele M € (AB), N € (BC), P € (CD). Aratati ca centrul de greutate
al triunghiului MNP apartine dreptei AC daca si numai daca AM + DP = BN.

9.0.8. Se dau numerele x, y, z> 0 pentru care X + y + z= 2.

X=y . y-z  Z-% _

a) Demonstrati ca =
Xy+2z yz+2X zX+2y

b) Demonstrati ca X + y + z 22.
Xy+2z yz+2x zX+2y 8
Brasov
; " < S m 4 m 1
9.0.9. a) Fie m ne N*, mnumir par. Demonstrati ci dacd ~2 < —, atunci /2 <———.
n n mn
b) Fie ae Q cu proprietatea ca J2 <a. Demonstrati ca exista a’e Q, astfel incat V2<a<a.
Romeo llie

9.0.10. Rezolvati in R ecuatia 3{x}? + 11{x} = 7x — 5. Prin {x} am notat partea fractionara a
numarului real x.

loana Masca
9.0.11. Fiene N,n>3, ke N,0<k<n-2siaa,..a c N, distincte doui cate doua.
. n*+n+ 2k . ..
Demonstrati ca dacd a; + a + ... + a, = RV atunci printre numerele ai, &, ..., an exista

n — k numere naturale consecutive.
Romeo llie

9.0.12. Se da un patrulater ABCD fnscris in cercul de centru O si fie H, K ortocentrele triunghiurilor
ACD, respectiv BCD. Fie L mijlocul laturii AB. Stiind ca O este centrul de greutate al triunghiului
HKL, aratati ca ABCD este trapez isoscel.

Braila
. . ~ .. PE QC

9.0.13. Fie ABCDE un pentagon convex si punctele P e (DE), Q € (CD), astfel incat =) :5 =2

Daca M si N sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABC si ABE, aratati ca MQ= NP.

Traian Tamaian

9.0.14. Fie a,al n-lea numar prim, ne N".

a) Aratati ca a, > 3n, V. n>12.

b) Determinati n e N, astfel incat a; + &, + ... + an < 198.

6x+7 | J3x+11 :x+1. (S-a notat cu
10 5

5

[X] partea Tntreaga a numarului real x si cu {x} partea fractionara a numarului real x.)
Nicolae Stanicd

9.0.15. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [



9.0.16. Se considera punctul M 1in interiorul triunghiului ABC. Se noteaza AM n BC = {D},
BM n AC = {E}, CM n AB = {F}. Determinati pozitia punctului M pentru care produsul

MA MB MC
-——-—— este minim.

MD ME MF
Nazeli Boicescu

Bucuresti

9.0.17. Determinati numerele naturale n pentru care numarul ~/4n+1 ++/9n +13 este numar
rational.
Valentin Nicula
9.0.18. Fie numerele reale a si b cu proprietatea [| a + b |] < 4. Aratati ca [ab] < 4. (Pentru a real se
noteaza [a] partea intreaga a lui a si | a| modulul lui a.)
Mircea Teca
9.0.19. Rezolvati in multimea N x N ecuatia x* — y! = 2019. (Pentru n natural nenul se noteaza n! =
=1-2-..-niar0l=1)
Costin Negrii, Gazeta Matematica nr. 10/2019

9.0.20. in patratul ABCD, fie M € AC. Paralela prin M la AD intersecteaza BD n N, paralela prin N
la DC intersecteaza AC n P, iar paralela prin P la BC intersecteaza DB in Q. Punctele Oz, O, O3
si Os sunt centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor MAB, NAB, PCB, respectiv NBC.

Demonstrati ca 0,0, + 0,0, = QN .
Petre Simion si Cristian Ciobanescu

Caras-Severin

a b? c

245 D+5 45 Z

9.0.22, a) Daci (x,)_, este o progresie geometrica, se noteaza S, = x1 + X + Xa+ ... + X, VN e N,
Calculati S, stiind ca S =40 si S = 60.

[EE

9.0.21. Fiea,b,c>0sia+ b+ c=1. Aratati ca

b) Calculati suma elementelor multimii B = {Xe R

[2X+ 3} :1+{2x}} , unde [a] si {a} reprezinta

partea intreaga, respectiv partea fractionara a numarului real a.
9.0.23. Se considera un triunghi echilateral ABC cu AB = 3 si punctele P, Q, G, R, § astfel Tncat:

BP=PQ=QC, GA+GB+GC=0, AR=RG si AS=r-C.

a) Calculati lungimea vectorului v=GP + GQ.
b) Aratati ca exista un numar rational r pentru care punctele B, R, Ssunt coliniare.
9.0.24. Se da patrulaterul convex ABCD si O intersectia diagonalelor sale, a> 0 si M € (AB), N e
AM BN _CP _DQ_

BC), Pe (CD DA), astfel incdt —=——=
€ (BC). P (CD), Q< (DA) MB NC PD QA

a) Daca a= 1, atunci OM +OP=0N +O0Q.
b) Daci a=1si OM +OP=0N +OQ, atunci ABCD este paralelogram.



Cluj

9.0.25. Rezolvati ecuatia [2X+ 3} + { 2X+1} = E
1 X—2 9

Camelia Maria Chindris si Corina Livia Dragos
9.0.26. Demonstrati ca daci a, b, ¢ sunt numere reale strict pozitive, astfel incat a+ b + ¢ =1, atunci
1 + 1 + 1 > 9. Tn ce conditii are loc egalitatea?
a b c
Anca Cristina Hodorogea
9.0.27. Aratati ci ecuatia (X + 1) + (X + 2) + ... + (x + 2019)° = y* nu are solutii in multimea
numerelor intregi.
Eugen Jecan
9.0.28. Se considera triunghiul ABC, iar D, E si F punctele in care bisectoarele unghiurilor BAC,
ABC si, respectiv, ACB intersecteaza cercul circumscris triunghiului ABC. Aratati ca daca
ID + IE + IF =0, atunci triunghiul ABC este echilateral, unde | este centrul cercului nscris in
triunghiul ABC.
Camelia Maria Chindris si Corina Livia Dragos

Constanta

9.0.29. Determinati x € R, astfel Incat [¥°] - {1 + ¥’} = X — 1, unde [a] si {a} reprezinti partea
ntreaga, respectiv partea fractionara a numarului a.

9.0.30. Fie a, b, ce [1, +). Aratati ca b c

n +
a+2Jb+c b+2Jc+a c+2/a+b

>3,
4
Alexandru Cdrnaru
9.0.31. Fie a, b, c € Q. Aratati ca tripletul (c, a+b, 2c+@j nu poate forma o progresie
c

geometrica.
Nelu Chichirim
9.0.32. Pe laturile triunghiului ABC se construiesc, in exterior, patratele ABDE, ACFG si BCHI.
Aratati ca:
a) daca M este ales astfel Tncat BIMD sa fie paralelogram, atunci BMAG este paralelogram;
b) triunghiurile ABC si DGH au acelasi centru de greutate;
c) cu segmentele CD, AH si BG se poate construi un triunghi.
Catalin Zirna

1 Covasna

X% + X

9.0.33. Rezolvati ecuatia [ + 2019} =| x+ 2020 |, unde [a] reprezinta partea intreaga a numa-

rului real a si | a| modulul sau.
9.0.34. Aritati ca pentru orice numar natural n, n> 2, numarul +/2020" — 2021 nu este natural.
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clasa a X-a
1. olimpiade

ETAPA LOCALA

Arges

10.0.1. Rezolvati ecuatiile:
1 1 1 11 1 1
a) X 2X + 2x X + X =5 _x+_x+ x |°
a‘+b a”+b* (ab)*+1 2{a* b* (ab)

Marian Cucoanes, Gazeta Matematica nr. 2/2014 (generalizare)

b) 100,50 (X' + X° + % + X"+ X° +x° + x* ) =log, x.
10.0.2. Rezolvati in multimea numerelor reale pozitive sistemul:
2logz[x] + {logzy} = 2log.[y] + {logzz} = 2log[z] + {log2x} = 2.

3n+l 3n+1
10.0.3. Fie x, y € C, astfel incat LA ) sin e N. Calculati [1J +(lj .
y X y X

10.0.4. Fiez=a+bi,a,be Q|z|=1,z1=1+z+2%+ ... +717% 7, =771,
a) Aratati ca modulul numarului complex z; apartine multimii Q.

b) Aratati ca modulul numarului complex z, apartine multimii Q.

Bihor

10.0.5. Fie numerele complexe z1, z,, ..., Zooz, fiecare avand modulul egal cu 1 i z3 + 2, + ... + 2020 = 0.
2020
Arataticd »'| z -z, | 22020,V ze C.

k=1

10.0.6. Determinati x, y € (0, +oo), astfel incét Ig? X :3Ig( X )-Ig 2020 :
y 2020 y

10.0.7. Rezolvati ecuatia ¥/4x—-5+3x—-2=%2x-1 inR.

23



10.0.8. Determinati functia f : R — (0, +<) care verifica simultan conditiile:
i)f(x) <5, VxeR;
i f(x+y)<fx) -f(y),vxyeR.

Brasov

10.0.9. Se considera functiile f : Z — Z, f (x) = 2020x si g : Z — Z, g(X) = {szo} unde [a] este

partea intreaga a numarului real a.
a) Aratati ca g o f = 1, unde 1, este functia identica a multimii Z.
b) Este g inversa lui f? Justificati raspunsul!

- A . . _ain? _cosl .
10.0.10. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2" * + 27 * =sin x + ¢0S X.
Aurel Barsan

10.0.11. Fie nun numar natural nenul fixat. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul:
2019/Xn =y-z
2019/yn =7 _X.
2019/Zn =Xx-y
Catalin Ciupala

10.0.12. Se considera numerele complexe z, z; si Zs, distincte doua cate doud, cu |z | =]z |=|zs| = 1.

Stiindca | z* + z5 + zJ |= 3, caleulati | 7% + z2%° + 2% |.

Aurel Barsan

Braila

10.0.13. Fiez;, 22 e C, astfel incat |z, | = |z | Aratati cd | z1 + 2, | < 2sau | 221 + 22| > 3.
Traian Tamaian
E —-X
10.0.14. Rezolvati Tn multimea numerelor reale ecuatia 100 5, (S-a notat cu {x} partea

fractionara a numarului real x.)
Roxandra Murea

x2+x+1+x2—x+1

)
=422 2%
x?+1 X

10.0.15. Rezolvati ecuatia
Nicolae Stanicd
10.0.16. Fiex, y > 0sixy + 2x + 2y > 3. Demonstrati ca:
X’ y? 4
5t Z +— <1
2X+X"+y° X-y+y' +4 x"+2y+16
Carmen Botea si Viorel Botea
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Bucuresti

10.0.17. Determinati toate functiile injective f : R — R care verifica egalitatea
2+f(x+y)= f(f(X)+y), Vx,ye R
Ana-Maria Petriceanu si Daniel Petriceanu
10.0.18. Fieu,ve C,astfelincat|u|=|v|si2Ju+v|>|u+3v| Arataticiu=v.
Constantin Nicolau, Gazeta Matematica nr. 4/2019

. . X 2
10.0.19. Rezolvati ecuatia 5 + lo =X+ )
t t O, 16 —1

Eugen Radu
10.0.20. Rezolvati ecuatia cos®x - cos 5x — sin® x - sin 5x = 1.
Mihail Baluna

Caras-Severin

10.0.21. Rezolvati ecuatia v1—x* = 3x — 4x°.

10.0.22. a) Determinati numarul real m pentru care punctele A, B, C avand afixele z; = 1 + i, z; = 4i,
z3=—1+m - i sunt coliniare (i* = -1).
b) Aratati ca, daca z € C\ {1}, atunci | z | = 1 daca si numai daca exista un numar real a, astfel

A 1+ai
incatz= ——.
1-ai

10.0.23. Aratati c L

+ +..+
Ioga1 a‘2 Ioga2 ae Iogan a1
10.0.24. Se considera multimea M a functiilor injective f : R — R cu proprietatea ca
f(x)-f(l-x)=f(ax +Db), Vxe R,

unde a si b sunt numere reale. Aratati ca:
a)a=0; b)f(1-b)=1, c) f nu este surjectiva, dM=d.

Cluj
10.0.25. Rezolvati ecuatia log ; {/x =log, (§/§+1909) .

>n,Vaay, ...,ane (1, ).

Flavia Marilena Zeriu
10.0.26. Demonstrati ci

S(E/Ioga b +$/log, ¢ + $/log, a) <2(logha+logcb +logac) +9,Va,b,ce (1, ).

Marilena Faiciuc
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10.0.27. Rezolvati in multimea (-1, +o) ecuatia:
(P+4-x+3)+2-x+4)=(+4-x+5)~
Gheorghe Lobont
10.0.28. Fiez, 22,23, 24€ C', astfel incat | z1|=| 22| =| 23| =| za| si 21 + 2 + 23 + 24 = 0. Aritati ca:
1 1 1 1

2019 2019 2019 2019
Z; z; z; z;

=0.

Dana Bodea

Constanta

10.0.29. Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia 9* + 40* = 24* + 25%,
10.0.30. Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia:

VX2 +3X+2 +VTX+2 - /8X+ 4 +4/11x +6 - /12X +12 = /(19 + 9)(21x +18) .

Cristina Homentcovschi

10.0.31. Fie z1, z, € C. Demonstrati echivalenta:
(z—7) (z-2)|<1,Vze Cylz|=171=2,=0.

Nelu Chichirim
10.0.32. Fie M o multime de numere naturale nenule cu cel putin doua elemente si o functie
bijectiva f : M — M. Aratati ca nu exista functiile g, h : M — M, astfel incat g sa fie injectiva, h sa
fie surjectiva si f (n) = g(n)h(n) pentru orice n € M.
Catalin Zirna
Covasna
V3 +
1-i
10.0.34. Rezolvati ecuatia log, (x + 1) - logs (x — 1) =log2 (¢ + X —x-1) -2, x € R.
10.0.35. Rezolvati ecuatiax’*=6+ ¥x + 6,x e R.
10.0.36. a) Fiezi, 25,23 € C, astfel incat 2z + 2, + 2320, 2} + 27 + ZZ=0si |z |=|2|=|2z|=1.

Arataticd|z1+ 2, + 23| = 2.
b) Daci z« € C sunt solutiile ecuatiei |z |*+z=1—1, calculati z",n>1,ke {1, 2}.

10.0.33. Fiez=

i . . .
e C. Determinati x € C care verifica relatia x* + z*2 = 0.

R0 Dambovita
10.0.37. Fieu,ve C, astfel incat |u|=|v|si2lu+v|>]|u+ 3v| Demonstrati cd u = v.

1 1

10.0.38. Fiea, be (1, ). Rezolvati ecuatia a*b* + a*b* = 2ab.
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