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Introducere

Geometria euclidiana este cea mai veche formalizare a geometriei si, in acelagi
timp, cea mai familiara si mai folosita in viata de zi cuzi. Denumirea provine de
la Euclid (aprox. 325-265 1.Hr.), cel care a prezentat-o sistematic pentru prima
data in Grecia antica. Geometria euclidiana este un ansamblu de leme, corolare,
teoreme gi demonstratii, care foloseste doar patru notiuni fundamentale: punct,
dreapta, plan si spatiu, si care se bazeaza pe cinci axiome, enuntate de Euclid
in monumentala sa lucrare Elementele. Aceasta lucrare este, dupa Biblie, proba-
bil cea mai tradusa carte din lume si, de mai bine de 2000 de ani, isi pastreaza
nestirbita valoarea. Euclid, prin definitiile si axiomele sale pune, de fapt, o im-
portanta piatra de temelie la structurarea rationamentului stiintific. Prin numai
cinci axiome el pune bazele geometriei pe care noi acum o numim geometrie eucli-
diana. Sunt de ajuns cinci adevaruri evidente pentru a construi o intreaga lume
matematica.

Geometria euclidiana se sprijina in mod esential pe desene geometrice, ape-
leaza preponderent in rezolvarea problemelor la constructii auxiliare care pot fi
reduse la operatii efectuate cu rigla si compasul si la consideratii vizuale sintetice.
Desenul reprezinta insa doar suportul intuitiv pentru rationamentul dezvoltat in
procesul de rezolvare a unei probleme, aspect surprins foarte plastic de catre ma-
rele matematician francez Henri Poincaré, care spunea ca: ,,Geometria este arta
de-a rationa corect pe figuri incorecte”.

Prezentul volum reprezinta o completare cu aplicatii si probleme pentru
referinta [10]. Materialul este organizat in gase capitole, fiecare dintre acestea
continand sectiuni cu continut teoretic, probleme rezolvate, probleme propuse
si solutii detaliate. Capitolul 1 este intitulat Elemente de geometria cercului si
acopera notiunile generale referitoare la cerc, puterea punctului fata de cerc, pro-
bleme de tangenta. Capitolul 2, Elemente de trigonometrie, contine cinci sectiuni
referitoare la urmatoarele aspecte: aplicatii directe, sume gi produse trigonome-
trice, aplicatii ale trigonometriei in geometrie, inegalitati trigonometrice, ecuatii
trigonometrice. Capitolul 3 se intituleaza Metoda vectoriald in geometria pland
si materialul continut se refera la: vectori liberi si operatii cu vectori, vectori de
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pozitie, produs scalar si aplicatii. Capitolul 4, Transformari ale planului eucli-
dian, prezinta translatia, simetria, rotatia, omotetia si inversiunea. In capitolul 5,
Numere complexe, sunt prezentate aplicatii ale numerelor complexe in algebra si
geometrie. Ultimul capitol, intitulat Mazime si minime geometrice, cuprinde
o gama variata de probleme de extrem geometric rezolvate cu metode si tehnici
diverse.

Lucrarea este utila pentru profesorii de matematica si poate deschide perspec-
tiva unor aplicatii interesante gi abordari noi in munca cu grupele de excelenta.
Prin varietatea gi nivelul de dificultate a problemelor, ea constituie un material
eficient 1n pregatirea pentru diferitele concursuri scolare, activitate care implica
aprofundarea cunostintelor de geometrie gi dezvoltarea capacitatilor rezolutiv-
aplicative ale elevilor.

Autorii



Capitolul 1

Elemente de geometria cercului

1.1 Elemente de geometria cercului.
Probleme generale

1.1.1 Probleme rezolvate

1. Sa se arate ca intr-un triunghi mijloacele laturilor, picioarele tnalfimilor si
mijloacele segmentelor ce unesc fiecare varf cu ortocentrul triunghiului sunt
situate pe un acelasi cere (cercul lui Euler — cercul celor 9 puncte).

Solutie. Consideram triunghiul ABC' ascutitunghic si notdm cu A’, B’,C’
mijloacele laturilor {BC], [AC] si [AB] si cu A}, B}, C} mijloacele segmen-
telor [AH|, [BH], [CH].

Figura 1.1
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Din [B'C’] linie mijlocie in triunghiul ABC' rezulta ca B'C’||BC si
BC
B'C' = - Rezultd ca BCB'C’ este trapez. Deoarece [A’'B’| este linie

AB .
mijlocie in triunghiul ABC rezulta ca A'B’||AB si A’B’ = - In triun-
ghiul dreptunghic AA;B, A;C’ este mediana corespunzatoare ipotenuzei,

AB
deci A;C" = - de unde [A’'B'] = [A1C"], adicd A;C'B’A’ este trapez

isoscel, iar punctele A;, A’, B',C" sunt conciclice. In mod analog se arata
ca B1,A',C',B" si C1,A’, B’,C’" sunt conciclice, deci Ay, By, se gasesc
pe cercul ce trece prin punctele A, B’,C’. Pentru ca A} sa se gaseasca pe
acelagi cerc, vom arata ca patrulaterul AjC’A’B’ este inscriptibil. Deoa-
rece [A'C'] este linie mijlocie in triunghiul ABC' rezults ci A/C'|AC. In
triunghiul ABH, [C'A}] este linie mijlocie, deci C"A}||BH, dar BH 1 AC,
de unde A{C" L A'C’. Analog A|B’ L A'B’, deci A|C"A'B’ este patrulater
inscriptibil, adica A} se gaseste pe cercul determinat de A’, B’,C’. Analog
se arata ca si Bf,C] se afla pe acelasi cerc. Cele-noud puncte se gisesc
pe acelagi cerc, numit cercul lui Euler, in care [A] A'], [B{B], [C{C’] sunt
diametre.

. Se considera triunghiul ABC si O, respectiv I centrele cercurilor circum-

scris, respectiv inscris in triunghiul ABC. Sd se arate cd OI*> = R?> — 2R,
unde R, respectiv r sunt razele cercurilor circumscris, respectiv inscris in
triunghiul ABC'.

Solutie. Fie D punctul in care bisectoarea (AD intersecteaza cercul, iar
E si F intersectiile dreptei OI cu cercul circumscris triunghiului ABC. In
triunghiul ABD, aplicand teorema sinusurilor, avem

BD A
7A:2R = BD:2RSIHE.
sin —
2
In triunghiul ATM:
A IM r r
n—=—=— Al = ——.
YT AT T ar 7 A
sma

Avem
_ _ _— m(B) S
m(IBD) = m(IBC) +m(CBD) = =~ +m(CAD)

_ m(ABC) m(BAC) _ m(AC) +m(BC).

2 * 2 4 ’




Capitolul 2

Elemente de trigonometrie

2.1 Aplicatii directe

2.1.1 Probleme rezolvate

1. Sa se demonstreze ca:

x
sin 2x cos T cos 2 ; x
14 cos2e 14 cosT | 4 cog ™ — Ry
2
Solutie. Folosind formulele:
1+ cos2z = 2cos’ si
sin 2x = 2sinx cos x,
avem
x . X
2sinxcosx  cosw cosy N sy —tgx
200522 9002 L 9co2 L cosl A4
2 4 4

2. Aratati ca:
tgx + 2tg 2z + 4tgdx + 8ctg 8xr = ctgx.

Solutie. Folosind identitatea
tgr = ctgx — 2ctg 2z,
membrul stang devine:

ctgx — 2ctg 2z + 2(ctg 2x — 2ctg 4x) + 4(ctg 4x — 2ctg 8z) + 8ctg 8x = ctg x.
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3. Aratati ca:
p .om 2r . 3w 1
= sin — —sin-— = —.
ST M L TR

Solutie.
9 i T T 2r . 3w 9 g 27 2 . 3w
sin — cos — cos — sin — sin — cos — sin —
pP— 14 14 14 14 _ 14 14 14
T T
2 — 4 —
cos 1 cos 1
4w . 3w 5 3t . 3« . 6 . 3m Y T
sin — sin — CcoS — sin — sin — sin — CcOS —
_ 1414 _ 1414 _ 14 _ 2 \ 14 _ 1
= T = T = T T T Q"
4 o o o 4 o 8
cos14 8 cos 11 8<:os14 8cos14 8cos.14

. U .
4. Sa se demonstreze ca pentru orice x € (0, 5) are loc relatia:

m-\/ﬂm-\/uJHmzﬁmg

S —

8

Solutie. Fiecare factor din membrul stang se poate scrie:

T

\/2+\/2+2cosx: 2+2cos§:2cos;—2:2cosz,

\/2—|—\/2—{—\/2+Cosm:,/2—}—20082:200523;:2cosx;

astfel avem:

oo

4 T T . T
. x x ¢ cosgcosz (2 smgcos g)
COS — COS — COS — = =
2 4 8 sin —

8

4 4 2
. X . & .
S — S1n — Sln —

8 8 8

5 T 9 T . T 9 x T
cos§ cos — sin — sm—cos§ in






