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Capitolul 1 
MULłIMEA NUMERELOR REALE.  

MULłIMI DE NUMERE 

1.1. MulŃimea numerelor reale (completări) 

O fracŃie zecimală infinită şi neperiodică se numeşte număr iraŃional. Prin număr 

real înŃelegem orice fracŃie zecimală infinită, periodică sau neperiodică. 

Exemple de numere iraŃionale: p , p număr prim, π, e. 

Proprietăţi ale numerelor raţionale: 

a) x, y ∈ ℚ ⇒ x + y; x − y, xy ∈ ℚ; b) x ∈ ℚ, y ∈ ℚ* ⇒ 
x

y
∈ ℚ; c) dacă a, b ∈ ℚ, 

p, q sunt numere prime, atunci 0a p b q+ =  ⇔ a = b = 0. 

Probleme rezolvate 

1. ArătaŃi că pentru a, b, c, d ∈ ℚ, p număr prim: 

 a) 0 0a b p a b+ = ⇔ = = ; b) a b p c d p a c+ = + ⇔ =  şi b = d. 

SoluŃie. a) Presupunem b ≠ 0 ⇒ 
a

p
b

= − , unde p ∈ ℝ \ ℚ, 
a

b
− ∈ ℚ ⇒ b = 0 ⇒ 

⇒ a = 0; b) 
a)

( ) ( ) 0a c b d p− + − = ⇒  a – c = 0 şi b – d = 0 ⇒ a = c şi b = d. 

Probleme propuse 

1. StabiliŃi care din următoarele numere sunt numere raŃionale: 

 a) 169 ; b) 
144

289
; c) 1,0201 ; 

 d) 8 18 50 98+ + − ; e) 1 3 5 ... 27+ + + + ; f) 2 4 6 ... 2000+ + + + . 
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2. DaŃi exemplu de câte două numere raŃionale cuprinse între: 

 a) 5  şi 7 ; b) 17  şi 19 . 
 

3. DemonstraŃi că există m, n ∈ ℤ astfel încât: 

 a) ( )2

3 2 5 5m n+ = + ; b) ( )2

3 2 4 3 6m n− = + ; 

 c) 
2

1
5

2 5
m n

 
= + − 

; d) 
2

12
6

3 2 2 3
m n

 
= − + 

. 

 

4. JustificaŃi care din afirmaŃiile următoare sunt adevărate: 

 a) a, b ∈ ℝ − ℚ ⇒ a + b ∈ ℝ − ℚ; b) a, b ∈ ℝ − ℚ ⇒ a − b ∈ ℝ − ℚ; 

 c) a, b ∈ ℝ − ℚ ⇒ ab ∈ ℝ − ℚ; d) a, b ∈ ℝ − ℚ ⇒ 
a

b
∈ ℝ − ℚ; 

 e) (x + y) ∈ ℚ ⇒ x, y ∈ ℚ; f) xy ∈ ℚ ⇒ x, y ∈ ℚ. 
 

5. Fie A = {a ∈ ℕ | a ≤ 21; 5n a+ ∉ ℚ}. DemonstraŃi că avem card A ≥ 8. 
 

6. DeterminaŃi mulŃimile: 

a) A ∈ {n ∈ ℤ | 2 1n n− + ∈ℤ }; b) B = {n ∈ ℤ | 2 5 7n n− + ∈ ℤ}. 
 

7. JustificaŃi care din afirmaŃiile următoare sunt adevărate: 

a) pentru orice numere întregi a, b impare, 2 2a b+ ∉ℚ ; 

b) pentru orice numere întregi pare a şi b, avem 2 2a b+ ∉ℚ ; 

c) există a, b numere întregi impare cu 3 3a b+ ∈ℚ . 
 

8. DeterminaŃi x, y ∈ ℚ astfel încât: 

 a) 
3

2 3

x y+
∈

−
ℚ ; b) 

2
1

3 2

x y
y

+
= +

−
. 

 
9. Fie a, b, c ∈ (0, ∞). DemonstraŃi că: 
 a) a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca; b) (a + b + c)2 ≥ 3(ab + bc + ca); 
 c) 3(a2 + b2 + c2) ≥ (a + b + c)2; d) (a + b)(b + c)(c + a) ≥ 8abc; 
 e) (b + c − a)(a + c − b)(a + b − c) ≤ abc; f) a2b2 + b2c2 + c2a2 ≥ abc(a + b + c); 
 g) a4 + b4 + c4 ≥ abc(a + b + c); h) (a + b + c)(a2 + b2 + c2) ≥ 9abc. 
 

10. Fie n ∈ ℕ* şi mulŃimea: A ={ }1, 2, 3,..., n . DeterminaŃi n ∈ ℕ, ştiind că 

avem card ( )( ) 85A∩ − =ℝ ℚ .  
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11. Fie a, b, c > 0 iar a + b + c = 3. Fie A = 9 2 9 3 9 4a b c+ + + + + . DemonstraŃi 

că A < 
39

2
. 

 

12. DemonstraŃi că nu există a, b ∈ ℝ şi m, n, p ∈ ℕ astfel încât a + mb = 2 , a + nb =  

= 5 , a + pb = 11 . 
 

13. DemonstraŃi că pentru orice x, y  ∈ ℝ, x > 0, există n ∈ ℕ astfel încât nx > y ( pro-

prietatea lui Arhimede). 
 

14. Fie r ∈ ∗
+ℚ  o aproximare a lui 2 . DemonstraŃi că numărul 

2

1

r

r

+
+

este o aproxi-

mare „mai bună” pentru 
r + 2

2 adică avem 2 2
r +1

r
 

− ≤ − 
 

 

 

15. ConstruiŃi numai cu rigla şi compasul imaginile geometrice ale numerelor: 

2, 3, 5, 8, 11, 13 . 
 

16. DeterminaŃi părŃile întregi ale numerelor: 

 a) an = 2n n+ ; b) bn = 2 6n n+ ;  c) cn = 2 7n n+ . 
 

17. DemonstraŃi că între orice două numere reale distincte există o infinitate de nume-
re raŃionale şi o infinitate de numere iraŃionale. 

1.2. Radicali de ordinul 2. Radicali de ordinul 3  

Teorema 1. Pentru orice număr real a ≥ 0 există un număr real unic x ≥ 0 astfel în-

cât x2 = a (numărul real x notat cu a  se numeşte rădăcina pătrată a numărului a). 
Teorema 2. Pentru orice număr real a există un număr real unic x astfel încât x3 = a 

(Numărul real x notat cu 3 a  se numeşte rădăcina cubică a numărului a, sau radicalul 
de ordinul 3 din a). 

• Proprietăţile radicalului de ordinul 2: 

Fie a ≥ 0, b > 0, n ∈ ℕ*. Avem: 

a) ( )2 2pentru avema a a a a= ∈ =ℝ ; b) ab a b= ⋅ ; c) 
a a

b b
= ; 

d) ( )n
na a= ; e) 2n na a= ; f) a < b ⇒ a b< . 

Observaţie. Dacă a < 0, b < 0 avem: .ab a b= − ⋅ −  
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• Proprietăţile radicalului de ordinul 3: 

Fie a, b ∈ ℝ, b ≠ 0, n ∈ ℕ*. Avem: 

a) a 30 a< ⇒  < 0; b) a > 0 ⇒ 3 a > 0; c) 3 3 3ab a b= ⋅ ; 

d) 3 3a a− = − ; e) 
3

3
3

a a

b b
= ; f) ( )3 3

n
na a= ; 

g) 3 3n na a= ; h) a < b ⇒ 3 3a b< . 
• Formula radicalilor dubli (compuşi, suprapuşi) 

Fie a ≥ 0,  b ≥ 0, a2 ≥ b. Avem: 
2 2

2 2

a a b a a b
a b

+ − − −
± = ± . 

• Pentru raŃionalizarea numitorilor se folosesc formulele: 

1) a a a⋅ = , a > 0;  2) ( )( )a b a b a b− + = − , a, b > 0; 

3) 3 23 a a a⋅ = ; 4) ( ) ( )3 32 23 3 3a b a ab b a b− ⋅ + + = − ; 

5) ( )( )3 32 23 3 3a b a ab b a b+ − + = + . 

Probleme rezolvate 

1. DeterminaŃi x ∈ ℝ pentru care 
2 2

2 2

4 1

1 4

x x

x x

− +
=

+ −
. 

SoluŃie. Se impun condiŃiile 
2

2

4
0

1

x

x

−
≥

+
 şi 

2

2

1
0

4

x

x

+
≥

−
 ⇒ x ∈ (–∞; –2) ∪ (2; ∞) = D. 

Ridicând relaŃia la pătrat avem 
2 2

2 2 2 2 2
2 2

4 1
( 4) ( 1) 10 15

1 4

x x
x x x

x x

− +
= ⇔ − = + ⇔ = ⇒

+ −
 

⇒ 
3

2
x = ± ∉ D ⇒ S = ∅. 

 

2. ArătaŃi că 2 3 5 13 4 3a = − + − + ∈ ℕ. 

SoluŃie. Folosind formula radicalilor dubli obŃinem: 
13 169 48

13 48
2

+ −
+ = +  

+ 
13 169 48 13 11 13 11

12 1 2 3 1;
2 2 2

− − + −
= + = + = +   

2 3 5 2 3 1a = − + − − . Analog 4 2 3 3 1− = − .  

Deci a = 2 3 3 1 1− + − =  =1 ∈ ℕ. 
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Probleme propuse 

1. DemonstraŃi că pentru orice a, b ∈ (0, ∞), a < b, avem: 

a ≤ 
2 22

2 2

ab a b a b
ab b

a b

+ +
≤ ≤ ≤ ≤

+
. 

 

2. DeterminaŃi x ∈ ℝ pentru care sunt definite expresiile: 

 a) 2 x− ; b) 4 2 2x− − ; c) 2 2x x+ + − ; 

 d) 3 3 21 1x x− − − ; e) 23 ( 1)( 2)x x− +  f) 2( 1)(4 )( 2)x x x− − − . 
 

3. DeterminaŃi x ∈ ℝ ştiind că: 

 a) 2 2 1 1x x x− + = − ; b) 24 4 1 1 2x x x− + = − ; c) 2x x− = ; 

 d) 33 ( 1) 1x x− = − ; e) 33 ( 1) 1x x− = − ; f) ( )2
2( 2) 2x x− = − . 

 

4. EfectuaŃi: 

a)
3 2 3 2

3 2 3 2

− +
+

+ −
; b) 7 4 3 7 4 3+ + − ; 

c) 26 6 13 4 8 2 6 2 5+ − + − ; 

d) 2 3 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 3+ ⋅ + + ⋅ + + + ⋅ − + + . 
 

5. DeterminaŃi a, b, c ∈ ℚ ştiind că: 

a) 
2 2

2 3
2 1 3 2

a b c+ = + +
+ +

;    b) 6 2 2 2 3 2 6 2 3a b c+ + + = + + ; 

 c) 11 6 2 4 3 2 6 2 3 3a b c+ + + = + + . 
 

6. RaŃionalizaŃi: 

a) 
2

2 6 3 2+
; b) 

3 2 2

3 2 2

−

+
; c) 

15

5 3 3 5−
; 

d) 
1

1 2 3+ +
; e) 

5

2 3 5+ +
; f) 

1

8 2 15+
; 

g) 
1 1

11 2 30 11 2 30
+

+ −
; h) 

3 3

1

1 2 4+ +
;  i) 

3 3

1

4 2−
;  

j) 
3 3

1

3 9+
; k) 

3 3

2

2 4+
; l) 

3 3

6

3 3 9 3+ +
. 
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7. ComparaŃi numerele a şi b în cazurile: 

a) a = 11 13+ ; b = 10 14+ ;  b) a = 17 13− , b = 15 11− . 
 

8. DemonstraŃi că: 

a) 8 8 20 40 1 2 5+ + + = + + ; b) 
2 3 2 3

1,41(4).
2 2 3 2 2 3

+ −
+ >

+ + − −
 

 

9. Fie x ∈ [−4; 0], y ∈ ℝ astfel încât x − 4 y + 4 = 0. DeterminaŃi: 

2 2 2 29 8 16 9 18 9a x y x x y y= + + + + + − + . 
 

10. CalculaŃi numerele: 

 a) Sn = 
21

1

2 1 2

n

k k k k= + + +
∑ ;  

 b) 1 1 3 5 1 3 5 7 9 1 3 5 ... 2013+ + + + + + + + + + + + + . 
 

11. a) DemonstraŃi că 
2

2 2 2

1 1 1
1

( 1)

n n

n n n n

+ +
+ + =

+ +
, ∀ n ∈ ℕ*; 

 b) CalculaŃi 
99

2 2
1

1 1
1

( 1)k k k=

+ +
+∑ . 

 

12. DemonstraŃi că dacă a b+ ∈ ℚ sau a b− ∈ℚ , atunci a ∈ ℚ, b ∈ ℚ, 

unde a, b ∈ ∗
+ℚ . 

 

13. DemonstraŃi că E(n) ∈ ℝ − ℚ pentru orice n ∈ ℕ*, unde E(n) = 
22 1

1 1

n n

n n

+ −

+ + −
. 

 

14. StabiliŃi dacă există a ∈ ℤ pentru care E(m) ∈ ℤ, unde: 

11

11

a
m

a

+
=

−
, E(m) = 

1

1

m
m

m
m

+

−

. 

15.  DemonstraŃi că există o infinitate de numere iraŃionale x, y cu proprietatea că  

x + y = xy ∈ ℕ. 
 

16. DeterminaŃi următoarele numere: 

a) 3 39 4 5 9 4 5+ + − ;  b) 3 37 5 2 5 2 7+ − − ; 

c) 3 39 3 11 2 9 3 11 2+ − − . 
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17. Fie a, b, c > 0. DemonstraŃi că 3

3

ab bc ca
abc

+ +
≥ . 

 

18. CalculaŃi sumele: 

 a) Sn = 
1

1

1

n

k k k= + +
∑ ;   b) Sn = 

1

1

1 ( 1)

n

k k k k k= + + +
∑ ;  

c)  Sn = 
( )23 2 331

1

( 1) 1

n

k k k k k= + + + +
∑ . 

 

19. DemonstraŃi că ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 1 3 2 2 1 4
n n n n

+ + + + − + − ≥ , ∀ n ∈ ℕ*. 
 

20.  DemonstraŃi că x > 1 ( 1)x x x− + − pentru orice x ≥ 1. 
 

21. Fie x, y, a ∈ [−1, ∞) astfel încât 1 1 2 1x y a+ + + = + . DemonstraŃi că:  

x + y ≥ 2a. 

1.3. Radicali de ordinul n 

 Definiţia 1. Fie a ≥ 0, n ∈ ℕ* număr par. Se numeşte radical de ordinul n din a nu-

mărul real x ≥ 0 unic cu proprietatea xn = a. Notăm x = n a şi avem ( )n
n a a= . 

 Definiţia 2. Fie a ∈ ℝ şi n ∈ ℕ, n ≥ 3 număr impar. Se numeşte radical de ordinul n 

din a numărul real x unic cu proprietatea xn = a. Notăm x = n a şi avem ( )n
n a a= . 

ProprietăŃile radicalilor 
De ordin par n ≥≥≥≥ 2 De ordin impar n ≥≥≥≥ 3 

1) xn = yn ⇔ x = y, ∀ x ≥ 0, y ≥ 0. 1) xn = yn ⇔ x = y, ∀ x ∈ ℝ, ∀ y ∈ ℝ 

2)
; 0, 0

; 0

n n

n

n n

a b a b
ab

a b a b

 ⋅ ≥ ≥
= 

⋅ ⋅ ≥
 2) n n nab a b= ⋅ , a, b ∈ ℝ 

3)

0, 0

; 0, 0

n

n

n

n

n

a
a b

ba

ab
a b b

b


≥ >


= 
 ⋅ ≥ ≠


 3) , ,
n

n
n

a a
a b

b b

∗= ∈ ∈ℝ ℝ  

4) ( ) ; 0,
m

n mn a a a m ∗= ≥ ∈ℕ  4) ( )m
n mn a a= , a ∈ ℝ, m ∈ ℕ* 
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5) 
, 0,

, 0,

n

mn m

n

a a m
a

a a m par

∗ ≥ ∈
= 

< −

ℕ
 5) , ,mn m na a a m ∗= ∈ ∈ℝ ℕ  

6) n m mna a= , a ≥ 0, m ∈ ℕ, m ≥ 2 6) , ,n m mna a a m= ∈ −ℝ impar ≥ 3 

7) 
, 0, 0

, 0, 0

n n

n

n n

a b a b
a b

a b a b

 ≥ ≥
= 

− < ≥
 7) , ,n nna b a b a b= ∈ ∈ℝ ℝ  

8) 
, 0, 0

, 0, 0

n

n n

n

a b a b
a b

a b a b

 ≥ ≥
= 

− < ≥
 8) n n na b a b= , a ∈ ℝ, b ∈ ℝ 

9) a > 0, b > 0 ⇒ n na b a b < ⇔ <   9) a, b ∈ ℝ ⇒ ( )n na b a b< ⇔ < . 

Probleme rezolvate 

1. OrdonaŃi crescător numerele 54 3, 2, 4 . 

SoluŃie. 2 10 5 44 5 5 10 4520 20 204 3 3 243; 2 2 1024; 4 4 256⋅ ⋅⋅= = = = = = .  

Cum 520 20 20 4243 256 1024 3 4 2< < ⇒ < < . 
 

2. EfectuaŃi 
10 45 52 2 4 2 8⋅ ⋅ . 

SoluŃie. 
1010 10 10 10 10 10445 5 6 8 6 2 6 2 2 102 2 4 2 8 2 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = = . 

Probleme propuse 

1. CalculaŃi: 

 a) 3 66 ; b) ( )84 2− ; c) 26 ( 8)− ;  d) 3
125

27
; 

 e) ( )1
n

n − ;  f) 5 0,00001 ; g) 3 0,000027− ;  h) ( )24 0,0025− . 
 

2. DeterminaŃi valorile lui x pentru care au loc egalităŃile: 

 a) 6 6x x= ; b) 6 6x x= − ; c) 3 6x x= ; d) 3 6x x= − ; 

 e) 
4

4
1 1x x

x x

− −  = 
 

;  f) 
2

5
1

1
1

x
x

x

−
= +

−
;  g) 9 1 2512 2x− = . 
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3. DeterminaŃi valorile reale ale lui x pentru care sunt definite expresiile: 

 a) 3 2 3 2;x x− + −  b) 24 4 5 1x x− + ;    c) 6 3 23 3 1x x x− + − ; 

 d) 
2

3
1

2( 1)

x

x

−
+

; e) 6
2

3 3

1

x

x

+
−

;      f) 62 24 x x x x− − − . 

 

4. DeterminaŃi m ∈ ℝ astfel încât să existe funcŃiile f : ℝ → ℝ: 

 a) f (x) = 24 ( 1) 2 1m x mx m− − + − ;  b) f (x) = 24 ( 1) 2 1m x x m+ + + − ; 

 c) f (x) = 
2

3
2 ( 1) 2 1

x x

mx m x m

−
− − + −

; d) f (x) = 
2

5
2 ( 1)

mx x

mx m x m

−
− + +

. 

 

5. IntroduceŃi factorii sub radical: 

 a) 32 2 ;  b) 31
81

3
− ;  c) 3

4 81

3 256
− ;  d) 5 3a a− ;  e) 6 3a a− . 

 

6. ScoateŃi factorii de sub radical: 

 a) 33 ( 2)− ;  b) ( )84 5− ; c) ( ) ( )7 94 2 3− ⋅ − ; d) 137 33 243⋅ ; 

 e) 5 44a x ;  f) 20 94 a y ;  g) 6 12 18 3a b c . 
 

7. Ordonează crescător numerele:  

 a) 2 , 3 43, 4 ;   b) 3 5 73, 5, 7 .  
 

8. CalculaŃi sumele: 

a) 
( )23 32 2 31

1

1

n

n

k

S
k k k k=

=
+ + + +

∑ ;  

b) 
( ) ( ) ( )3 2 2 344 4 41

1

1 1 1

n

n

k

S

k k k k k k=

′ =
− + − + − +

∑ . 

c) DeterminaŃi: A = {n ∈ ℕ* | Sn ∈ N}; B = nn N S∗ ′∈ ∈ℕ } 
 

9. DemonstraŃi că pentru orice a ≥ 0, b ≥ 0, n ∈ ℕ, n ≥ 3 avem: 

a) ( )( )5 5 5 5 54 3 2 2 3 45 5a b a a b a b ab b a b− + + + + = − ; 

b) ( )( )5 5 5 5 54 3 2 2 3 45 5a b a a b a b ab b a b+ − + − + = + ; 

c) ( )( )1 2 2 1...n n n nn n n nn na b a a b ab b a b− − − −− + + + + = − ; 

d) ( )( )1 2 2 1...n n n nn n n nn na b a b a b ab b a b− − − −+ − + − + = + , n impar. 
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10. DemonstraŃi că pentru orice n ∈ ℕ, n ≥ 2, pentru orice a1, a2, an > 0. Avem: 

1 2
1 2

1 2

...
...

1 1 1
...

nn
n

n

a a an
a a a

n

a a a

+ + +
≤ ≤

+ + +
. 

 

11. DemonstraŃi că x0 = 3 23 a a+  este o soluŃie a ecuaŃiei: x3 − 3 ax − a2 − a = 0. 
 

12. DeterminaŃi o ecuaŃie de gradul al treilea cu coeficienŃi întregi care are una din 

soluŃii xa = 3 2 3a a− , a ∈ ℝ . 
 

13. În condiŃiile indicate alăturat, să se aducă la forma cea mai simplă expresiile: 

a) 
2

: ( )
a a b a b

ab a b
a b a b

 +
− − +  + + 

; a > 0, b > 0, a ≠ b; 

b) :
a b a b b a

a b ab a ab ab b

 + +
+ −  + − + 

; a > 0, b > 0, a ≠ b; 

c) ( )2 24 44 4 , , , 0,
b b

a bc ab c ab c ab c a b c
a c

   
+ + ⋅ + − ∈ ∞      

   
 

d) 3
2

1
:

a b a a
b

c a c cac

  
− − ⋅      

, a, b, c > 0; 

e) 
2 2 4

:
4 12 2

x x x x x
x x

xx x x x

   − + +
+ ⋅ −       −− +   

, x > 0, x ≠ 
1

4
! 

f) 
2 2 2 2

22 2 2 2

2
:

x x y x x y x x y

y x yx x y x x y

 + − − − +
 −
  −− − + − 

, x > y > 0. 

 

14. Pentru x ≥ 0, determinaŃi f (x) = ( ) ( )3 31 3 1 3x x x x x x x x+ + + − − − − . 

 

15. AduceŃi la forma cea mai simplă expresiile: 

a) 
2 2 2 23 3 3 33

3

33 2 33

2
:

x x x y x y x y xy
x

x yx xy

 − + −
 +
 −− 

; x, y ∈ R∗
+ ; x ≠ y; 

b)
( )

( )( )
2 23 3

6 3 66 3 6
23 2 23 33

: 2 2
x y xyx y

x y y xy x x
x y y x

  
−+    − + + − −    − −   

, x > 0,  

y > 0, x ≠ y; 
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c) 

2 2 2 2
1 1 1 1
1 1 1 1
2 2 2 2

n n n n

n n n n

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+ − + −
+ −

+ − + −+
+ − + −

+ −
+ − + −

, x > 2, n ∈ ℕ*, n ≥ 2. 

 

16. CalculaŃi f (x0) în cazurile: 

a) f (x) = 
1 2 1 2

1 1 2 1 1 2

x x

x x

+ −
+

+ + − −
, x0 = 

3

4
;  

b) f (x) = 
2

2

2 1

1

b x

x x

+

+ −
, x0 = 

1
,

2

a b
a b

b a

 
− ⋅  

 
 > 0;  

c) 
1 1

1 1

bx ax

ax ax

+ −
⋅

− +
, x0 = 

1 2
1

2

a

b
− , 2a ≥ b; 

d) f (x) = 
2 2

2 2

1 1

1 1

x x

x x

+ + −

+ − −
, x0 = 

2 2

2ab

a b+
, a ⋅ b > 0. 

 

17. DeterminaŃi prima zecimală a  numărului a = 2 ,n n+  n ∈ ℕ*. 
 

18. DemonstraŃi că:  

a) 4 4 4 45 8 6 7+ < + ;  b) 3 7 4 5nn n n+ > + , n ≥ 2. 
 

19. Fie n ∈ ℕ*. ComparaŃi numerele: 

( )( )( )( ) ( )( )2 1 3 2 4 3 5 4 ... 2 2 1 2 1 2x n n n n= + − + − ⋅ ⋅ + − + −  

 y = ( )( )( )( ) ( )( )2 1 3 2 4 3 5 4 ... 2 2 1 2 1 2n n n n− + − + ⋅ ⋅ − − + + . 
 

20. DemonstraŃi că a, b ∉ ℤ, unde:  a = 
1 3 3 5 5

1 3 5

+ +

+ +
; b =

3 3 5 5 7 7

3 5 7

+ +

+ +
 

 

21. DeterminaŃi f (a) = a2 + 4 1a a+ + , unde a = 
1 1 2

2
2 8 8

+ − . 

 

22. CalculaŃi f (x) = x3 + bx + a pentru x = 
2 3 2 3

3 3

2 4 27 2 4 27

a a b a a b
− + + + − − + . 

 

23. CalculaŃi ecuaŃiile: 

a) ( ) 53 1 8 3 2
x xx x x x− − − = ; b) 2 2 23 3 3x x x

x x x
+ = ; c) ( )3 3 12 1 11 4 2 7 2

x xx x x x−+ − − = + .  
 

24. Fie m, n, p ∈ ℕ* şi a = 1 + 2m – n2, b = 1 + 2n − p2, c = 1 + 2p − m2. DeterminaŃi:  

A = a b cm n p+ + . 
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25. Fie n ∈ ℕ*, an = 2 2 ... 2+ + + , bn = 6 6 ... 6+ + + , cn =
3 3 36 6 ... 6+ + + . 

DeterminaŃi [an], [bn], [cn], [bn + cn]. 
 

26. Fie n ∈ ℕ*, an = 1 2 3 ... n+ + + + . StudiaŃi monotonia şi mărginirea şirului (an). 
 

27. Fie n ∈ ℕ*, an = 2 2 ... 2+ + + , n radicali. DemonstraŃi că: 

1

1

21

6 4 2
n n

n n

a a

a a

+

−

−
< <

+ −
, ∀ n ≥ 2 

1.4. Puteri cu exponent raŃional 

 Definiţie: Fie numărul real a ≥ 0 şi fie m, n ∈ ℕ, n ≥ 2. Prin definiŃie avem: 
m

n mna a= . 
 Observaţie: Este absolut necesar ca a ≥ 0. În unele cazuri, pentru a < 0, definiŃia nu 

ar mai avea sens ( )
3

388exemplu 4 ( 4) .
 

− = − 
 

 

 Definiţie: Fie a > 0, m, n ∈ ℕ, n ≥ 2. Prin definiŃie 
1m

n
m

n

a

a

−
= . 

 Teoremă: (ProprietăŃile puterilor cu exponent raŃional). Fie a, b ∈ ∗
+ℝ şi fie r, s ∈ ℚ. 

Avem: 

 1. ar ⋅ as = as+r; 2. ar : as = ar-s; 3. ( )s
r rsa a= ; 

 4. a0 = 1; 5. (a ⋅ b)r = ar ⋅ br; 6.
1r

r
a

a

− = . 

 7. Dacă a > 1 avem ar < as ⇔ r < s;  8. Dacă a ∈ (0, 1) avem ar < as ⇔ r > s. 

Probleme rezolvate 

1. Fie a ∈ (1, ∞), n ∈ ℕ*. AflaŃi n pentru care 1025
x a< , unde: 

( )24 1 84 2...
nn

n

x a a a a
−

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 

SoluŃie. ( ) ( )
1 1

1
222 2 2

1 1 1 111 1 1 4 14 1 4 1... 1
2 482 4 2 2 2...

nn n n

nn n

n n

x a a a a x a x a

 − 
  ⋅

−− −+ + + −
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇔ = ⇔ = ⇔  
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⇔ 
1 2 1 1 11

2 4 1 10252 1 2 1

n

n n n n

x a x a a a
 − ⋅ 
  − + += ⇔ = ⇒ < ; cum a > 1 ⇒ 

1 1

2 1 1025n
< ⇒

+
   

⇒ 2n + 1 > 1025 ⇒ 2n > 1024 ⇒ 2n > 210 ⇒ n > 10. 

Probleme propuse 

 EfectuaŃi: 

1. 
6 16

5

18 3

2

−

−

⋅
.  2. 1,9−3: 5,7−3⋅ 6−2. 3. 

2 3
3 48 16

− −
+ . 4. (0,04)−1,5 ⋅ ( )

5

30,125
−

. 

5. 
1 1

8 8a b
 

− ⋅ 
 

1 1 1 1 1 1
8 8 4 4 2 2a b a b a b

     
+ ⋅ + ⋅ +     

    
, a > 0, b > 0.  6. ( )

3 3
84 2256 64 0,25

− − −
⋅ ⋅ . 

7. ( )
3

20,0016 : ( )
2

50,008
−

.  

8. ComparaŃi numerele: 

 a) 
5

64 şi 
7

84 ; b) 
6

2

5
 
 
 

şi 
13

2(0,4) ; c) 
3

2(0,04)
−

şi 
1,5

25

2
 
 
 

; 

 d) ( ) 8

2 3
−

şi 
7

1

12

−
 
 
 

; e) 
3,4

3
1

8
 
 
 

şi 36 0,125− . 

9. PrecizaŃi în ce condiŃii au sens expresiile următoare şi să se aducă la forma cea mai 
simplă: 

a) 3 3x x x y y x y y+ + + ; b)

1 1 1 1

2 2 2 2b a b a
a b a b

a b a b

   
          + ⋅ −                 

   

; 

c) 

1 1 1

2 2 2bc ca ab
a b c abc

a b c

 
      ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅           

 

; 

d) ( )( )
2 1 1 2

3 3 3 33 3 3 3a b a b a b a b a a b b
 

+ + + − + 
 

;  

e) 

3 3

2 2

0,5 0,5

a b a b

a b a b

− +
−

− −
; f) 

3 33 3

1 10,(3) 0,(3)
3 3

a b a b

a b
a b

− +
−

+
+

; 

g) 

1
0,5 0,52

1

2

1

1
1

a a a

a
a

− −− +
−

−
+

;  h) 
2

1 ,
n n

n n

x y
n

x y

−− −
∗

− −

 +
+ ∈ − 

ℕ . 

10. Fie  a > 0, b > 0. DemonstraŃi că: 
2 2

3 3a b+ > ( )
2

3a b+ .  
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11. DeterminaŃi în ce condiŃii sunt definite expresiile următoare şi aduceŃi-le la forma 
cea mai simplă: 

a) 

4
33

3 23
2 2

3 33

8
: 1 2

2 4

x y x y
x

x
x xy y

 −
− −  

 + +

;  

b) 
( ) ( )

1 31
14 44
2

3

4

1 (1 ) (1 )
1

2
2(1 )

x x x
x

x

− 
− + ⋅ − + ⋅ − ⋅ 
+  

1

41

1

x

x

+ 
 − 

; 

c) 

1
4 4 44

1 3

4 4

11 ( )
:

1
( ) 1 ( )

xy xy xy xy xyxy

xy xy
xy xy

 
− − −− + − − +  

; 

d) 

22
1,5 0,5 0,5 33

0,5 0,5

yy x y
x

x x x y

−
   −

+ ⋅ +    −   
; 

e) ( )
2 23 3 1

6 66
2 1 1 2 3 2 23
3 3 3 32

x y xy x y
x y x

x yx x y y

−
 

− + − ⋅ − + − − + 

; 

f) 

1
3 43

1 1 3 6 3 2 3
3 6

1 1 2 2

41 11

x x

x x x xx x

−
 − + − −
 + + − +− + 

; 

g) 
( )

3 3
3 34 4 4 4

1

1 1

2 2

2 2,5( )

10

a b a b
a b

ab

a b

−

  
− +  

+  − ⋅ 
− 

  

; 

h) ( ) ( )
121 11

12 2 2 2 22 221 (1 ) 1 1 (1 )x x x x x x

−

− −−     
− + ⋅ + ⋅ + − +    
     

; 

i) ( )( )( ) ( )84 21 1 1 ... 1
n

x x x x+ + + ⋅ ⋅ + , n ∈ ℕ*. 
 

12. AflaŃi f (x0) în următoarele cazuri: 

a) f (x) = 
4 3 2

3
0 05 2

2 3 5
, 1 0;

2

x x x x
x x

x x x

+ + + +
+ + =

+ − +
 

b) f (x) = ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1 2
3 3 3 3x a x a x a x a

−
− − + − + + −  

; 
3 3

0 3 3
, 0 , 0

m n
x a n m a

m n

+
= ⋅ < < >

−
. 
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13. DeterminaŃi f (x0, y0) în cazurile următoare: 

a) f (x, y) = 
0,5 0,5

0 03 1 1 0,5 0,5
4 2 4

1 1
; ,

16 81

x y x y
x y

x y
x x y

− −
− = =

+
+

; 

b) f (x, y) = 
2 1

2 1

x y

x y

− + +

− − +
,  x0 = 

2

02 2

3 2 9 4
, ,

4 4

a a a
y a

a a

− + −
= ∈

+ +
ℝ . 

1.5. Puteri cu exponent real 

Definiţia 1. Fie numerele reale x şi a şi fie α > 0. Spunem că a-l aproxima pe x prin 
lipsă cu eroarea α dacă a ≤ x ≤ a + α. Spunem că a aproximează pe x cu eroarea α da-
că |x − a| < α. 

Definiţia 2. Pentru numărul real pozitiv x = x0,x1x2…xn… aproximările zecimale cu 

eroare mai mică decât 10−n, n ∈ ℕ, sunt: 

a) prin lipsă: nx′  = x0,x1x2…xn, 

b) prin adaos: nx′′ = x0,x1x2…xn + 10 − n 

Observaţii: 1. Pentru orice n ∈ ℕ avem nx′ ∈ ℚ, nx′′∈ ℚ, nx′  ≤ x < nx′′ . 

2. Dacă x > 0, atunci −x < 0 şi aproximările lui − x sunt: − nx′′ prin lipsă şi − nx′ prin 

adaos. Avem − nx′′< − x ≤ − nx′ . 

Definiţia 3. Fie a > 0, a ≠ 1 şi fie x > 0. Puterea x a numărului real a este numărul y 
notat ax cu proprietăŃile: 

a) nx
a

′ ≤ ax < nx
a

′′ , ∀ n ∈ ℕ, dacă a > 1; 

b) nx
a

′′ < ax ≤ nx
a

′ , ∀ n ∈ ℕ, dacă a ∈ (0, 1). Dacă a > 0, a ≠ 1, x < 0, luăm ax = 
1

xa−
. 

Observaţii: 1. 1x = 1, ∀ x ∈ ℝ; 2. 0x  = 0, ∀ x > 0. 

Teoremă (proprietăŃile puterilor cu exponent real): 

Pentru orice a > 0, orice b > 0, orice x, y  ∈ ℝ, avem: 

a) ax ⋅ ay = ax + y; b) ax : ay = ax − y; c) ( )y
x xya a= ; 

d) (a ⋅ b)x = ax ⋅ bx e) 
x x

x

a a

b b

  = 
 

; f) ax > 0. 

g) dacă a > 1 avem ax > 1 pentru orice x > 0;  
h) dacă a ∈ (0, 1) avem ax < 1 pentru orice x > 0: 
i) dacă a > 1 avem (ax > ay ⇔ x > y);  
j) dacă a ∈ (0, 1) avem (ax > ay ⇔ x < y);   
k) ax = ay ⇔ x = y. 
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Probleme propuse 

1. DeterminaŃi pentru a = 2 , b = 5  aproximările zecimale prin lipsă şi prin adaos 

cu 10−n ale numerelor a + b şi ab, −
2

a b+
; n ≤ 3. 

 

2. CalculaŃi: a) 
8

2 21
4

4

−
−  ⋅ 

 
; b) 

2
3 2

1

8

−
       

; c) ( )
8

2

2
=

 
  

. 

 

3. ComparaŃi cu 1 următoarele numere: 

 a) 
3

1

2 2

 
 
 

; b) ( ) 2 2

3 3
−

; c) ( )
1

3 22 3⋅ ; d) 
2

4 3 3
−

− ; e) 
0,5

1

2 2 3−
. 

 

4. ComparaŃi numerele: 

 a) ( )3 2
x

cu ( )2 3
x

; b) ( )5 2 6
x

−  cu 24 25
x

− ; c) 
1

3 2

x

 
 
 

cu 
1

2 3

x

 
 
 

. 

 

5. ComparaŃi numerele x şi y ştiind că: 

 a) 2,4x < 2,(4)y;  b) 
1

0,33
3

x

y  ≤ 
 

;   c) ( ) 7
2 2 1

2 2 1

y
x  

+ ≤  − 
;  

 d) ( ) ( )3 2 2 3 2 2
x y−

− ≥ + ; e) 
3

2 5
5 2

y
x

−
 

− >  + 
. 

 

6. Folosind un calculator, determinaŃi cu două zecimale exacte următoarele numere: 

 a) 23 ; b) 
3

3 ; c) 
3 32 ; d) 

2
2

2 ; e) 
3 33 . 

 

7. DeterminaŃi valorile lui x ∈ ℝ pentru care au loc expresiile: 

 a) f (x) = ( ) 2
1

x
x

−
− ; b) f (x) = ( )

222 1
x x

x
−

− ; c) f (x) = ( )
222 3 2

x

x x
−

− + . 
 

8. Fie numerele a, b, c > 0 în progresie geometrică. Fie x ∈ ℚ. DemonstraŃi că nume-

rele ax, bx, cx sunt în progresie geometrică. 
 

9. a) Fie x > 0, a = ( )
1

21x + , b =
1

2x +1. DeterminaŃi o relaŃie numai între a şi b. 

 b) Analog pentru a = ( )2

1x + ; b = ( )2

1x − . 
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10. DeterminaŃi x ∈ ℝ pentru care avem: 

 a) ( )
1 1

2 4 2 2x x x+ = ;  b) ( ) ( )
1 1

3 4 26 8 2x x x+ = ;  c) 
3 4

2x

xx x
= ; 

 d) 3 3 32 4x x x x x= ;  e) ax ≥ bx, a > 0, b > 0 ;  f) 2 3 3 2x x− −≥ . 

1.6. Logaritmi 

 Definiţie: Fie a > 0, a ≠ 1. Se numeşte logaritmul numărului x > 0 în baza a expo-

nentul y ∈ ℝ la care se ridică baza a pentru a obŃine numărul x.  

 Notăm y = logax, unde ay = x. 
 Observaţii:  

1. loga x
a x= ; 

2. NotaŃii: logaritmul lui x în baza 10 se notează lg x; logaritmul natural (în baza e) 
se notează ln x; 

3. logaa = 1;  
4. logaa

x = x; 
5. loga1 = 0. 

 

 Teoremă. Logaritmii au proprietăŃile (pentru a > 0, a ≠ 1): 

1. logaa
m = m, ∀ m ∈ ℝ; 

2. loga logm

ax m x= , x > 0, m ∈ ℝ; 

3. 
1

log log log ,n

n

a aa
x x x

n
= = ∀x > 0, n ∈ ℕ, n ≥ 2; 

4. loga(xy) = loga|x| + loga|y|, ∀x, y ∈ ℝ*, xy > 0; 

5. loga log log , , , 0a a

x
x y x y xy

y

∗= − ∀ ∈ >ℝ ; 

6. log log loga a cb c b= ⋅ , b > 0, c > 0, c ≠ 1; 

7. log logb bc a
a c= , b > 0, b ≠ 1, c > 0; 

8. logab = 
1

,
logb a

b > 0; b ≠ 1; 

9. 1

1
log log , 0a

a

b b
b
= > ; 

10. loga 1

1
log loga

a

b b
b
= = − ; b > 0; 

11. log log , 0, ,aa
x x xα
β ∗β
= > α∈ β∈
α

ℝ ℝ . 
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Probleme rezolvate 

1. Fie a, b, c, d ∈ (0, ∞) – {1}. CalculaŃi E = 
log log log2 2 2d d d

b c a

c a ba b c

bc ac ab

     
⋅ ⋅     

     
. 

SoluŃie. Calculăm 
log log log2 2 2

log log log log
d d d

b c a

c a b

d d d d

a b c
E

bc ac ab

     
     
          

= + + =     
     

 

= 
2 2 2

log log logd d d

b a c b a c

c bc a ac b ab

          + + =        
        

 (logd b – logd c)(2logd a – logd b –  

– logd c) + (logd c – logd a)(2logd b – logd a – logd c) + (logd a – logd b)(2logd c – logd a –  
– logd b. După desfiinŃarea parantezelor şi reducerea termenilor asemenea se obŃine 
logd E = 0 ⇒ E = 1.  
 

2. Fie a, b ∈ ℝ*. DemonstraŃi că a2 + b2 = 7ab ⇒ ( )1
ln ln ln

3 2

a b
a b

+
= + . 

SoluŃie. a, b ∈ ℝ* astfel încât ab > 0. Din a2 + b2 = 7ab ⇒ (a + b)2 – 2ab = 7ab ⇒  

⇒ (a + b)2 = 9ab ⇒ ln(a + b)2 = ln(9ab) ⇒ 2ln|a + b| = ln 9 + ln|a| + ln|b| ⇒  

⇒ 2ln|a + b| – 2ln 3 = ln|a| + ln|b| ⇒ ( )1
ln ln ln

3 2

a b
a b

+
= + . 

Probleme propuse 

1. ScrieŃi sub formă logaritmică următoarele egalităŃi: 

 a) 24 = 16;  b) 4−2 = 
1

16
;  c) 3x = 15;   d) ( ) 1

2 2
4

x

= . 

 

2. ScrieŃi sub formă exponenŃială următoarele egalităŃi: 
 a) log28 = 3; b) 1

2

log 4 2= − ; c) lg 0,001 = −3; d) log6x = 12. 

 

3. DeterminaŃi valorile reale ale lui x pentru care sunt definiŃi următorii logaritmi: 
 a) log2(x

2 − 2x); b) log2(−2x2 + 4);  c) log5(x
4 − 5x2 + 4); 

 d) log6(−x2 + 8x − 16); e) log2(log3x); f) 2 1

2

log log x
 
 
 

; 

 g) ( )2

2
log 4 x− ; h) loga(logax); i) loga(logb x); 

 j) logx–2(x − 1); k) log2−|x|(x
2 − 2); l) logx+1(4 − x2). 
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4. DeterminaŃi x în cazurile: 

 a) 
2

log 4x = ; b) logx 216 = 3; c) logx
1

4
81

= ; d) 
3

log 8
4x = ; 

 e) 
1 3

log
8 2x = ; f) 33 3

3
log

2
x = − ; g) log0,045 = x; h) logx0,125 = −2. 

 

5. CalculaŃi: 
 a) 2log 42 ;  b) 3log 63 ; c) 5log 325 ; d) 6log 236 ; 

 e) 3log 70,581 ; f) log2(log416); g) 32 log 23 − ;  h) 54 log 4log 54 5− . 
 

6. Să se logaritmeze expresiile următoare pentru a > 0, b > 0: 

 a) 
34

5 2

ab

ab
; b) 

4

3
2

a

b

 
  
 

; c) 
a b a

b a b
; d) 2 ba + ; e) 

3

3 4 5

a a a

a a a

. 

 

7. CalculaŃi b în funcŃie de a în cazurile: 
 a) a = 20log 2 ;  b = 20log 5 ; b) a = 2log 3 ; b = 6log 8 ; 

 c) a = 5log 3 ;  b = 15log 27 ; d) a = 4log 3 ; b = 8log 36 . 
 

8. Cunoscând a şi b, calculaŃi c în cazurile: 
 a) a = 60log 4 ,  b = 60log 6 , c = 24log 2 ; 

 b) a = 12log 2 , b = 12log 5 ; c = 6log 40 . 
 

9. DemonstraŃi că următoarele numere sunt iraŃionale: 
 a) 2log 3 ; b) 2log 6 ; c) 5log 15 ; d) lg5 . 

10. CalculaŃi: 

 a) 3 3

36 108

log 12 log 4

log 3 log 3
− ; b) 3 3

15 405

log 135 log 5

log 3 log 3
− . 

 

11. Fie a, b, x, y ∈ (0, 1) ∪ (1, ∞). DemonstraŃi că 
log log

log log
a b

a b

x x

y y
= . 

 

12. CalculaŃi: 

 a) 
89

1

ln(tg )
k

k ο

=
∑ ; b) 

89

1

lg(ctg )
k

k ο

=
∑ ;  c) 2 2

96 12

log 24 log 192

log 2 log 2
− . 

 

13. DemonstraŃi că există a, b ∈ ℝ − ℚ astfel încât ab ∈ ℚ. 
 

14. Se consideră şirul (xn)n≥0 definit prin relaŃia ln(5nxn) = 3n. CalculaŃi: 
a) x0, x1, x2; 

b) x0 + x1 + x2 +…+ xn, n ∈ ℕ, n ≥ 2. 
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