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PREAMBUL

Modelarea economica este prezenta in activitatea celor competenti in a
prelucra informatia din domeniul economic.

O categorie importantd de fenomene economice se produc Intr-un
mediu invadat de incertitudine, un factor care il poate impiedica pe cel
angajat sd adopte decizia adecvatd, generatoare de profit.

Abordarea mediului economic in care incertitudinea joaca un rol
esential presupune o competentd speciala din partea celui care face aceasta
intreprindere, motiv pentru care acest volum se adreseaza studentului,
licentiatului sau masterandului in economie si chiar tuturor acelor care
doresc sa dobandeasca aceasta specializare.

Mijloace potrivite in depasirea efectelor incertitudini exista, iar aceste
mijloace se dobandesc si prin acumularea de cunostinte din teoria
probabilitdtilor sau din statistica matematica.

Modelarea economicd primeste un sprijin avizat in primul rand din
partea teoriei probabilititilor, care fiind o teorie matematica de sorginte
empiricd are ca obiect de studiu modelarea fenomenelor cu cel putin o
componentd aleatoare, atributul ,,aleator” certificaind prezenta incertitudinii
in evolutia fenomenului.

In al doilea rind, modelarea economici primeste din partea statisticii
matematice o oferta consistentd de tehnici si metode, special create pentru a
elabora n conditii de incertitudine decizii fundamentate riguros in domenii
cum ar fi: comert, turism, marketing, finante, agricultura, industrie, asigurari
de bunuri si persoane, prognoza economica pe diferite termene, medicind si
enumerarea ar putea continua.

Acest volum este alcatuit formal din doud capitole, numerotate prin 5
si respectiv 6, marcandu-se astfel continuarea numerotarii Incepute in
primul volum. Aceastd continuare se justifica mai ales prin faptul ca
rezultatele expuse in primul volum constituie fundamentul cunostintelor
prezentate 1n acest al doilea volum.

Cunostintele de teoria probabilitatilor expuse in capitolul 5 sunt
grupate in urmadtoarele sectiuni: introducere in teoria probabilitatilor,
modelarea matematicd a unei experiente, dezvoltari ale modelului
probabilist, modele probabiliste clasice, variabile aleatoare, caracteristici



numerice ale variabilelor aleatoare, functia caracteristica, repartitii clasice
unidimensionale, siruri de variabile aleatoare.

Obiectul capitolului 6 1l formeaza sectiunile: teoria selectiei, teoria
estimatiei, verificarea ipotezelor statistice.

Continutul capitolului 5 il introduce pe cititor intr-un spatiu in care
gandirea probabilistd §i inventivitatea matematicianului probabilist a
construit notiuni si instrumente teoretice adecvate cuantificarii sansei de a se
realiza intr-un mediu incert a unui fenomen aleator. Cel care acumuleaza
cunostintele oferite in acest capitol dobandeste competenta de a modela
probabilist fenomenele economice afectate de incertitudine.

Prezentarea din capitolul 6 se face intr-un cadru oferit de modelarea
matematica in general si In particular de modelarea probabilista. Prezentarea
subliniaza, de fiecare datd cand este cazul, distanta existenta intre modelul
probabilist construit pe baza unor ipoteze si realitatea statistici modelata,
distanta care impune specificarea erorilor modeldrii pricinuite de prezenta
incertitudinii. Acumularea cunostintelor din acest capitol genereaza
competenta de a gandi si a modela statistic-inferential.

Fiecare sectiune se incheie cu un rezumat, urmat de listarea
conceptelor si notiunilor reprezentative, iar fiecare capitol se incheie cu
aplicatii rezolvate si aplicatii propuse spre rezolvare, cu raspunsurile
aferente.
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Capitolul 5

TEORIA PROBABILITATILOR

5.1 Introducere in teoria probabilitatilor

Inceputurile teoriei probabilitatilor se afla in secolul XVII si au fost
generate de interesul 1n a cuantifica sansele de castig ale unui participant la
un joc de noroc, interes care nu si-a pierdut din intensitate de-a lungul
timpului, fiind prezent si astazi. Problema cuantificarii unui fenomen este
frecventd in stiintd sau 1n tehnica si chiar in viata cotidiand, rezolvarea ei
implicand mai multe eforturi ale gandirii, imaginatiei §i creativitatii
colective, pornind de la o descriere cat mai exactd a fenomenului.

Incercarea de a preciza si a descrie fenomenul numit sansa sau noroc a
condus la elaborarea si dezvoltarea unor instrumente teoretice care sa
masoare magnitudinea sansei Intr-un cadru stiintific bine delimitat numit
astazi teoria probabilitdtilor. Printre personalitdtile stiintifice ale lumii care
si-au adus contributii semnificative la dezvoltarea acestei teorii se pot
enumera G. Galileu la inceputul secolului al XVII-lea, Fermat (1601 —
1665), Pascal (1623 — 1662) si Huygens (1629 — 1695) care au studiat
jocurile de noroc, Jacob Bernoulli (1654 — 1705) care a demonstrat legea
numerelor mari, o teoremad fundamentald a teoriei probabilitatilor, Moivre
(1667 — 1754) care a studiat repartitia normald, ce a permis enuntarea si
demonstrarea teoremei limite centrale, Laplace (1749 — 1827) care expus
concis fundamentele teoriei probabilitatilor si a aplicat rezultatele teoretice
in teoria erorilor de observare si masurare, Gauss (1777 — 1855) care a
studiat in profunzime repartitia normala si a elaborat metoda celor mai mici
patrate deosebit de utilizatd astazi , Poisson (1781 — 1840) care a aplicat
prima datd teoria probabilitatilor la studierea tragerilor cu armament, iar ca
omagiu posteritatea a numit una din repartitiile discrete cu numele sau, P.
Cebagev (1821 — 1894), care a elaborat metoda momentelor, A.Markov
(1856 — 1922) care a pus bazele teoriei proceselor stochastice, A. Liapunov
(1857 — 1918) care a elaborat metoda functiilor caracteristice, A.N.
Kolmogorov (1903 — 1987) care a axiomatizat teoria probabilitatilor,
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creandu-i fundamentul si N. Wiener, W. Feller si J. Doob care au dezvoltat
teoria proceselor stochastice. Existd o scoald romaneasca de teoria
probabilititilor intemeiatd de academicienii Gheorghe Mihoc, Octav
Onicescu, loan Cuculescu, Marius losifescu, care si astazi isi aduce
contributii semnificative, atat teoretice cat si Tn domeniul aplicatiilor teoriei
probabilitatilor.

Intr-o prezentare succinti, teoria probabilititilor este o teorie
matematicd, esential deductiva, de sorginte empiricd, avand ca obiect de
studiu modelarea fenomenelor cu cel putin o componenta Intdmplatoare sau
aleatoare. Notiunea centrala a teoriei este probabilitatea, care se referd la
aspectul cantitativ al categoriei filozofice de posibilitate, fiind o masura a
posibilitatii de producere sau realizare a unui eveniment aleator in conditii
specificate.

5.1.1 Experiente aleatoare. Notiuni primare

In incercarea de a preciza conditiile generale in care apare nevoia de a
cuantifica sansa de realizare a unui fenomen aleator constatam ca mai Intai
trebuie sd ne fixam un vocabular de lungime minima, ale carui cuvinte sa
aiba un sens unic si bine definit.

Din multitudinea de posibilitdti acest vocabular contine, pentru
inceput, cuvintele experientd, experienta aleatoare, proba a unei experiente,
eveniment elementar, operatii cu evenimente elementare, eveniment,
realizarea unui eveniment, eveniment sigur, eveniment imposibil si al céror
sens 1l prezentdm in continuare.

Prin experienta sau experiment intelegem realizarea, chiar repetata, a
unui complex de conditii materiale sau de altd natura, asupra carora
actioneaza un factor sau un set de factori, producandu-se un efect sau
rezultat, avand mai multe componente in general. lata cateva exemple de
experiente, in care actiunea asupra complexului de conditii este un factor
uman:

a) Intr-o eprubeti in care se afli acid clorhidric se introduce o bucati
de cupru. Rezultatul experientei este o anumita cantitate de clorura de cupru
si o degajare de hidrogen.

b) Dintr-o urna in care se afla sase bile de aceleasi dimensiuni,
numerotate de la unu la sase se extrage la intdmplare o bild. Rezultatul
extragerii poate fi oricare din cele sase bile.

c) Se cronometreaza durata operatiei de inregistrare a marfurilor aflate
in cosul de cumpdraturi ale unui client, de catre o casiera a unui

12



supermarket. Rezultatul poate fi o valoare aflata intr-un interval de timp de
forma (tl,tz).

d) Operatia de cantarire a unui produs poate avea ca rezultat o valoare
situatd Intr-un interval [a, b] , exprimata in unitati de greutate.

Diverse fenomene naturale se pot considera ca fiind realizarea unor
complexe de conditii asupra carora actioneaza factori naturali, astfel ca ne
vom referi la ele ca la niste experiente “organizate” de naturd, ca de
exemplu nasterea sau decesul, dezintegrarea unei substante radioactive,
exploziile vulcanice, revarsarile unui rau, cutremurele de pamant, diverse
fenomene astronomice: eclipse, aparitia meteoritilor sau a cometelor, etc..

Sintagmele aleator, intamplitor, incert sau aleatoriu sunt sinonime
si semnifica atributele de a fi imprevizibil, fortuit, neprevazut, incontrolabil,
nesigur sau imposibil de anticipat. Dupd cum rezultatul unei experiente este
sau nu complet cunoscut inainte de desfasurarea ei, experientele se clasifica
in deterministe sau aleatoare.

O experientd este determinista dacd rezultatul sdu este previzibil,
sigur si complet cunoscut, chiar Tnainte de desfasurarea ei. Astfel, exemplul
a) prezintd o experientd determinatd, avand in vedere ca rezultatul ei este
prevazut de teoria reactiilor chimice si orice reluare a experientei are acelasi
rezultat. Aparitia soarelui in cursul unei zile si aparitia unei comete
cunoscute se pot considera experiente deterministe, deoarece astronomii pot
prevedea cu exactitate aceste aparitii, conform legilor miscarii corpurilor
ceresti.

O experienta este aleatoare (engl. random experiment) daca
rezultatele ei nu pot fi prevazute cu exactitate, cunoscandu-se doar o clasa
de rezultate posibile ale acesteia. Astfel, exemplele b), ¢) si d) prezintd
experiente aleatoare, deoarece rezultatul acestor experiente nu este
previzibil si face parte dintr-o clasa de rezultate posibile. Deoarece nu pot fi
prevdzute cu exactitate nasterile sau decesele, cutremurele sau exploziile
vulcanice, dar si revarsarile apelor se pot considera fenomene aleatoare
naturale, ce fac parte din categoria experientelor aleatoare.

Precizare.  Experientele aleatoare sunt in atentia teoriei
probabilitatilor, nu si experientele deterministe.

Din acest motiv se vor considera numai experiente aleatoare, numite
pe scurt experiente sau experimente.

Prin proba (engl. trial) a unei experiente se intelege o realizare
efectivd a experientei care produce un rezultat, ce apartine unei clase de
rezultate posibile atasate experientei. Unii autori au numit proba rezultatul
experientei $1 nu realizarea experientei in sine.

Sintagma eveniment elementar (engl. simple eveniment)
desemneaza rezultatul unei singure probe a unei experiente, ce face parte din
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clasa de rezultate posibile si se poate vorbi despre clasa tuturor
evenimentelor elementare generate de o experienta, ce se va numi spatiul
observatiilor (engl. sample space). In acest context, daci rezultatul unei
probe este un eveniment elementar, notat prin A, atunci se spune ca
evenimentul A4 s-a realizat in acea proba.

Exemplu.

Se arunca un zar pe o suprafatd pland. Spatiul observatiilor este
alcatuit din sase evenimente elementare, ce reprezinta aparitia fetei cu unul,
doua, trei, patru, cinci si respectiv sase puncte. Cu ajutorul evenimentelor
elementare putem raspunde la intrebari cum ar fi: se poate obtine la
aruncarea zarului o fatd cu un numar par de puncte?

Réspunsul poate fi formulat astfel: la aparitia oricareia din fetele cu
doua sau patru sau sase puncte.

Astfel de intrebari sugereaza ca pentru evenimentele elementare ce
alcatuiesc spatiul observatiilor generate de o experientd, sd se considere
operatia “sau” de compunere a doua evenimente elementare al carei rezultat
este numit eveniment compus, pe scurt eveniment. Un astfel de eveniment
se realizeaza intr-o proba, dacad in acea proba se realizeaza unul sau altul
din evenimentele elementare ce il compun.

Daca notam operatia “sau” prin v si evenimentele elementare prin
respectiv. 4,,4,,...,4,, atunci raspunsul de mai sus capata forma:

A, v ANV A
Putem sa ne intrebadm ce reprezinta scrierea
A~V A, v A A v A v A, Conform celor de mai sus, este vorba de

evenimentul care se realizeaza la aparitia oricdreia din fetele zarului s1 nu
existd nicio indoiald cad acest eveniment se realizeaza, indiferent de proba.
Acest eveniment, remarcabil prin siguranta cu care se realizeaza se
numeste evenimentul sigur si este notat prin S'.

La intrebarea daca se poate obtine o fatd cu mai multe puncte decat
sase sau cu zero puncte ori doud sau mai multe fete odata, fara nicio indoiala
putem raspunde negativ. Aici este vorba de un alt eveniment remarcabil prin
imposibilitatea de a se realiza, indiferent de proba, numit evenimentul
imposibil, care este notat prin L. Se observa cd nu se poate exprima
evenimentul imposibil cu ajutorul operatiei “sau”.

Rezultd cd experienta cu zarul genereaza sase evenimente elementare,
evenimentul sigur, evenimentul imposibil, evenimentele de forma

AV AL j e {1,2,...,6},1' # j, in numir de C; =15, evenimentele de forma
AN AN AL jkell2,.  6}i# ji#k j#k, In numir de C; =20,

evenimentele de forma 4, v A, v 4, v 4,1, j,k,m € {1,2,...,6}, unde cei patru
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indici sunt distincti doi cate doi, in numar de C; =15 si evenimentele de
forma 4, v A, v A vA, v A1, j,k,m,ne {1,2,...,6}, unde cei cinci indici
sunt distincti doi cate doi, in numir de C; = 6. Altfel spus, numirul tuturor

evenimentelor generate de experienta cu zarul este
CoH+Co+CI+C+Cl+C+C =2°.

Clasa tuturor evenimentelor generate de o experientd se va numi
spatiul rezultatelor.

Intre evenimentele din spatiul rezultatelor, care sunt generate de o
experientd fixata, alaturi de operatia “sau” se mai pot defini Tncad trei
operatii: “si”, notatd A, “opusul”, notat — , “minus”, notat -.

Pentru a defini, In general cele patru operatii de mai sus consideram
doua evenimente, notate prin 4 si B, dintre evenimentele generate de
experienta.

Evenimentul “A4 sau B”, notat Av B, este acel eveniment care se
realizeaza intr-o proba, daca se realizeaza in acea proba fie evenimentul 4,
fie evenimentul B.

Evenimentul “A4 si B”, notat AA B, este acel eveniment care se
realizeaza intr-o proba, daca se realizeaza In acea proba si evenimentul A4 si
evenimentul B.

Evenimentul “opusul lui 4, notat —4, este acel eveniment care se
realizeaza Intr-o proba, daca in acea proba nu se realizeaza evenimentul A4 .
De exemplu, evenimentul sigur este opusul evenimentului imposibil si
invers.

Evenimentul “ 4 minus B”, notat 4— B, este acel eveniment care se
realizeaza intr-o proba, daca in acea proba se realizeaza evenimentul A4 si
nu se realizeaza evenimentul B .

Exercitiu.

Cum stim daca unul din evenimentele Bv A,B— A4 si —B s-a realizat

? Cine este evenimentul —S? Propunem cititorului sa dea raspunsurile
complete.

Observatie.

Daca spatiul observatiilor determinat de o experientd este alcatuit
dintr-un numir finit de evenimente elementare, n € N*, atunci numarul
tuturor evenimentelor generate de experienta este 2”.

Exercitiu.

Propunem cititorului sd indice o experientda cu cel putin cinci
evenimente elementare, la care sd precizeze spatiul observatiilor si spatiul
rezultatelor.
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5.1.2 Aplicatie demonstrativa

Dintr-o urnd cu trei bile de acelasi fel, numerotate de la unu la trei se
extrage la intamplare o bild. Rezultatul experientei poate fi unul din
evenimentele elementare ,,bila cu numarul unu”, notat 4,, ,,bila cu numarul

doi” , notat 4, si ,bila cu numarul trei”, notat A,. Atunci spatiul
observatiilor atasat experientei este format din rezultatele sau evenimentele
elementare 4,4, si A,. Conform observatiei de mai sus numarul tuturor

evenimentelor generate de experienti este 2°=8 si anume:
L,A,A,A, AN A, AN A, A, v A4, S .
Cu ajutorul operatiilor se obtin si urmatoarele evenimente:
AN ANV A AN A N Ay, =4 —Ay Ay, (A v AV 4,
Av(a v a4 v 4)n 4, 4 A4 v A4) 4y A4, vA4,
(Al. vAk)v(Aj /\Ak), (Ai vAj)/\(Ak \/Am),, A /\(Aj v A4, vAm),
(4 v A4, v a,v 4,), i jkome {123}, (4 v 4,)~(4,v 4,),
(4v4,)-4, ij.ke{,23}.

Aici parantezele delimiteaza un eveniment compus.

Observam cd evenimentul A4, v 4, se realizeaza intr-o proba, dacd si
numai dacd in acea probd se realizeazd evenimentul A4, v 4,. Ca urmare,
cele doud evenimente sunt identice si scriem A4 v 4, = 4, Vv 4,. Imediat
observimca A v A, = A, v A, A, v A =4,V A4,.

In general, fie o experientd care genereazi evenimentele A si B.
Evenimentul 4 este identic cu evenimentul B si se scrie 4 = B, daca nu
existd nicio proba in care sa se realizeze unul fara ca si celdlalt sd se

realizeze. Altfel spus, cele doud evenimente nu se pot distinge unul de
celalalt.

Se poate realiza evenimentul A4, A A4, ? Nu, deoarece ar trebui sa se
realizeaza simultan evenimentele 4, si A4,, ceea ce este imposibil. Deci se
poate scrie: A4 AA,=L. Printr-un rationament analog deducem:
AnA, =LA N4, =L, ANAANA =L, iar in general, deducem
A nA; =L, dacd i# j,i,je{l23), 4 A4, =4, dacdi=j,i,je{l23].

Cine este evenimentul 4, A4, A4, ? In ce conditii 4, NA; A4, nu

este identic cu evenimentul imposibil? Propunem cititorului sd dea
raspunsurile complete.
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Cand se realizeaza evenimentul A4 v 4,v 4,? Atunci cand se
realizeazd sau A4, sau 4, sau A4,, adicd in orice probd a experientei. Cu alte
cuvinte, evenimentul A4 v 4, v 4, este evenimentul sigur. Deci se poate
scrie:

AvAvA=S.

Se pot pune urmatoarele intrebari: cine este evenimentul 4, v 4, v 4, ?
In ce conditii 4 v 4 ;v 4, =87 Lasam cititorul sa afle raspunsul la prima
intrebare si rdspundem la cea de a doua, astfel: relatia este adevarata ori de
cateori i # j,j # k,k #1i, i,j,k €{1,2,3}.

Cine este evenimentul —4, ? Este evenimentul care se realizeaza cand
nu se realizeaza A, adicd atunci cand se realizeaza evenimentul elementar
A, sau cand se realizeazad evenimentul elementar A, . Prin urmare, —4, este
identic cu evenimentul compus 4,V 4, si se poate scric —4, = 4, v 4;.
Analog se deduce —4, = 4, v 4;.

Cine este evenimentul —4,? Dar cine este evenimentul —(4, v 4;)?

Propunem cititorului sa afle raspunsurile. In ajutor vine raspunsul la
urmatoarea intrebare: ce se poate spune despre evenimentul —|(—1A3)? Este

evenimentul care se realizeazd cand nu se realizeazd evenimentul —4,,
adici cand se realizeaza A, si deci —(—4;)=4,. Utilizind acelasi
rationament se deduce ca:
—~(—4,)=A4,,Vi=13.
Este adevarata afirmatia cd evenimentele (Ai v A j)v A, A (A VA, ),
ANV A v A, j,ke{1,2,3} sunt identice? Cum se justificd raspunsul

corect?
Indicatie: raspunsul este identic cu raspunsul la Intrebarea: este
adevarati scrierea —(4, v 4,)= 4,?

Sd determinam evenimentul (Ai v A4 j)/\ A, . Pentru i =k sau j=k el
este identic cu evenimentul A4,, In rest este identic cu evenimentul
imposibil, deoarece 4; v 4, este identic cu —4, pentru i # j si identic cu

L pentru i = j # k. Propunem cititorului sa stabileasca daca este adevarata
relatia:
(Ava)nd =4 ~a)v(4,~4,), i jke{l23}.
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Evenimentul (Al. A Aj.)v (Ai NA, ),i, j.k e {1,2,3} este identic cu
evenimentul imposibil dacd j#i si k #1i, altfel este identic cu 4,. Adica
este adevaratd relatia 4 A (A VA4, ) = (A,- NA, )v (4, A4,). Analog se
deduce relatia:

(4 v A )nd, =4 ~d)v (4 A4 )i )k e{l23).

Evenimentul (Al. Y Aj)/\(Ak vA, ),i, J.k,me {1,2,3} este identic cu
evenimentul reprezentat de una din paranteze daca cele doud paranteze sunt
identice, este identic cu evenimentul imposibil daca cele doua paranteze
sunt diferite $i nu au nici un eveniment comun, iar altfel este identic cu

evenimentul comun celor doua paranteze.
Evenimentul A4, A (Aj vA VA, ),i, J.k,me {1,2,3} este identic cu

evenimentul imposibil dacd indicii j,k si m sunt distinctii toti odata de
indicele i, iar altfel este identic cu evenimentul 4;. O variantd remarcabild
se obtine in cazul j#k,j#mk#m:
AAS=4.Yi=13.
Evenimentul (Al. v A_/.)/\ (A]. VA v Am) i,j,k,me {1,2,3} este identic cu
evenimentul 4, dacd indicii i,k si m sunt diferiti doi cate doi, altfel este
identic cu evenimentul 4, v 4, .

Evenimentul (4, v 4,)—(4,v 4;) este cel care se realizeazi la
realizarea evenimentului din prima paranteza si la nerealizarea celei de-a
doua paranteze. Deoarece evenimentul elementar A4, se afld in ambele
paranteze, ca eveniment care se realizeaza dar si ca eveniment care nu se
realizeaza, el nu intrd In compunerea rezultatului. Pe de alta parte 4; nu
trebuie sd se realizeze si deci nu se poate afla in rezultat. Singur 4,
formeaza rezultatul. Deci:

(ALVAz)_(A2VA3)EA1~

Lasam cititorului sd descopere cine este evenimentul (A,- v A j)—Ak,
i, j.kef{l,2,3}.

Observatii.

1. Analiza evenimentelor generate de experienta de mai sus ne-a
condus la introducerea relatiei ,,identic”, notatd prin ,,=”, care are sens §i in
cazul general intre evenimente generate de o experienta oarecare.

2. Se observa ca: A A"d,=ANA;=A4,AA4A;, =L, aici am folosit

tranzitivitate relatiei ,,identic”, 51 4, v4,v4,=S.
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Intre evenimentele generate de o experientd se poate considera o noua
relatie, numita relatia ,,implica”, alaturi de relatia ,,identic”.

Sa ne fixdm o experientd care genereaza evenimentele 4 si B.
Evenimentul 4 implica evenimentul B si se scrie 4 < B, daca realizarea
evenimentului A4 asigurd realizarea evenimentului B. Daca 4 si B sunt
evenimente elementare, atunci intre ele nu exista relatia ,,implica”, altfel
intre ele poate sa existe aceasta relatie.

Relatia ,,identic” se poate exprima cu ajutorul relatiei ,,implica” astfel:

A= B,dacasinumaidaca 4<B si B< A4.

Faptul ca evenimentele 4 si B nu sunt identice, inseamna ca sunt
diferite si se noteaza 4 # B.

La intrebarea daca existd o probd a experientei in care sa se realizeze
impreund evenimentele 4 si B, raspunsul presupune considerarea a doud
situatii: a) existd cel putin o proba in care se realizeaza ambele evenimente
si b) nu existd nicio proba in care sa se realizeze ambele evenimente. Astfel,
trebuie considerate doua tipuri de evenimente.

Evenimentele 4 si B se numesc compatibile, daca evenimentul
AAB nu este evenimentul imposibil. in caz contrar 4 si B se numesc
incompatibile, adicd 4 A B = L. Un exemplu de evenimente incompatibile
este dat de oricare doud evenimente elementare, afirmatie ilustratd si de
punctul 2 al observatiei de mai sus.

Exemplu.

Se considera urmatoarele evenimente generate de experienta
prezentatd in aplicatia demonstrativa: L, A4,,4;, 4 v A4,, A4,v4,, S.Sa

stabilim relatiile dintre aceste evenimente §i perechile de evenimente
compatibile.
Realizarea evenimentului 4, asigura realizarea evenimentelor 4, v 4,

si S; prin urmare sunt adevarate relatiile 4, < 4, v 4, si 4, <S. Deoarece
realizarea evenimentului A4, asigura realizarea evenimentelor 4, v 4; si S
sunt adevirate relatiile 4, <(4,v4,) si A4, <S. Deoarece
S=A4 v A4,V A4, sepoatescrie 4 vA4,<S st dvA4<S.

In proba in care se realizeazi evenimentul A, se realizeaza si
evenimentele 4, v 4, si S, iar in proba in care se realizeaza evenimentul
A v A, se realizeaza si evenimentul S; prin urmare, perechile de
evenimente A4, si A VvA, A si S, AvA, s1 S sunt perechi de
evenimente compatibile. Printr-un rationament analog se ajunge la concluzia
cd A, s1 A,vA4, A4, st S, 4, v A4, si S sunt perechi de evenimente
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compatibile. Si perechea formata din evenimentele 4, v 4, si 4, v 4, este
formatd din evenimente compatibile.

Nu exista nicio probd a experientei In care sd se realizeze simultan
evenimentele 4, si 4,, L si 4, L s1 A;, L si S; prin urmare se poate
scriec ANA; =L, LAA =L, LAA =L, LAS=L, adica cele patru perechi
sunt formate din evenimente incompatibile.

Propunem cititorului sd afle cum sunt evenimentele 4, si 4;, 4, si
L, 4,518, A,vA,s1 4, A, v A 518S.

Care sunt perechile de evenimente de forma (4, B), unde 4 si B sunt
din aplicatia demonstrativa, ce satisfac relatia (A1 % A)/\ (A2 v B) =L?
Réspunsul este reprezentat de urmditoarele 8 perechi de evenimente
(L. LML, A, )L, 45 ), (4.L), (45.L), (4. 4,), (4,.4,). (4;,4,).

Intrebare.

Se poate spune ca una dintre perechile de evenimente de forma (A,B)
reprezinta un eveniment?

Pentru ca o pereche de forma (4,B) sa reprezinte un eveniment ar
trebui sa existe o experientd care sd genereze evenimente de aceastd forma.
Experienta despre care este vorba in exercitiu nu satisface aceastd conditie si
deci o pereche de forma (A,B) nu reprezintd un eveniment. Totusi, se pot
considera cel putin trei exemple de experiente, care genereaza evenimente
de forma (4, B).

a) Din urna cu cele trei bile se extrag pe rand, la Intamplare,
doua bile, fara a reintroduce 1n urna bila extrasa. Atunci spatiul observatiilor
contine A4; =3-2 elemente si este alcituit din evenimentele elementare

reprezentate de perechile de evenimente (4,,4,),(4,,4;), (4,,4,), (4,,4,),
(4,,4,).(4,,4,), iar numirul tuturor evenimentelor generate de experienta

este 2°=64, pentru cd alituri de evenimentele elementare se afld
evenimentul imposibil, evenimentele compuse obtinute cu operatia v si
evenimentul sigur. Din cele 8 perechi de evenimente aflate in discutie
constatdim ca perechile (L,L), (L,A2 ), (L,A3 ), (AI,L), (A3,L) sunt identice cu

evenimentul imposibil, iar celelalte trei sunt evenimente elementare.
Concluzia este ca aceasta experientd este adecvatd pentru a da raspunsul la
intrebarea de mai sus.

b) Din urna cu cele trei bile se extrag pe rand, la intdmplare, doua bile,
reintroducand in urna bila extrasa. Atunci spatiul evenimentelor elementare
este alcatuit din 9 perechi, adaugandu-se la cele 6 perechi de la punctul a) si
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