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AlgebrA 
 

Capitolul 1 
GRUPURI 

1.1. Lege de compoziŃie internă. Parte stabilă 

Definiţia 1. Fie o mulŃime nevidă M. Se numeşte lege de compoziŃie (internă) pe M 
(sau operaŃie algebrică pe M sau operaŃie binară pe M) o aplicaŃie f : M × M → M. 

Elementul corespunzător cuplului (perechii) (x, y) prin funcția (aplicaŃia) f se nu-
meşte compusul lui x cu y (în această ordine!) şi se notează cu f ((x, y)) sau, mai sim-
plu f (x, y). 

Observaţie: Pentru legea de compoziŃie se folosesc diverse notaŃii: aditivă (x + y); 

multiplicativă (x ⋅ y); x � y; x ⊥ y; x ⊤ y; x ∨ y; x ∧ y; x ∆ y; x ⊕ y; x ⊙ y etc.  

Definiţia 2. Fie legea de compoziŃie f : M × M → M şi H ⊂ M, H ≠ ∅. MulŃimea H 
se numeşte parte stabilă a lui M în raport cu legea f dacă pentru orice x, y ∈ H avem  
f (x, y) ∈ H. 

Exemple. 1. Adunarea şi înmulŃirea sunt legi de compoziŃie pe ℕ, ℤ, ℚ, ℝ, ℂ, 

Mn(ℤ),Mn(ℝ), Mn(ℂ). 

2. Fie A ≠ ∅, F(A) = {g : A → A}. AplicaŃia f : F(A) × F(A) → F(A), f (g, h) = g � 

h este lege de compoziŃie pe F(A). 

3. Fie A ≠ ∅, P(A) = {X | X ⊂ A}. AplicaŃiile f, g : P(A) × P(A) → P(A), f (X, Y) = 

= X ∪ Y; g(X, Y) = X ∩ Y sunt legi de compoziŃie. 
4. Scăderea pe ℕ nu este operaŃie algebrică. ÎmpărŃirea pe ℕ* şi ℤ* nu sunt operaŃii 

algebrice. 
5. Dacă avem M mulŃime finită (m = {a1, a2, …, an}, n ∈ ℕ*, n ≥ 2, legea de com-

poziŃie poate fi dată prin tabla operaŃiei (tabla lui Cayley), astfel: 
� a1 a2 … aj … an 

a1 a1 � a1  a1 � a2  … a1 � aj  … a1 � an  

a2 a2 � a1  a2 � a2  … a2 � aj  … a2 � an  

⋮       

aj ai � a1  ai � a2  … ai � aj  … ai � an  

⋮       

an an � a1 an � a2 … an � aj … an � an 

(
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Probleme rezolvate 

1. Fie M = {1, 2, 3, 4} şi aplicaŃia 
, 3, 2

( , )
, în rest

x y x y
f x y

x x y

− ≥ ≤
= 

+ | − |
. Este f lege de compo-

ziŃie?  
SoluŃie. Avem tabla operaŃiei: 

 1 2 3 4 
1 1 2 3 4 
2 3 2 3 4 
3 2 1 3 4 
4 3 2 5 4 

Deoarece f (4, 3) = 5 ∉ M, f nu este lege de compoziŃie. 
 

2. Fie M = [3; 5] şi x � y = xy – 4x – 4y + 20, ∀ x, y ∈ M. DemonstraŃi că „�” este lege 

de compoziŃie pe M.  
SoluŃie. Fie x, y ∈ [3, 5]. Avem x – 4 ∈ [–1, 1]; y – 4 ∈ [–1, 1] şi deci (x – 4)(y – 4) ∈  

∈ [–1, 1]. Cum x � y = (x – 4)(y – 4) + 4, atunci avem x � y ∈ M. 
 

3. DemonstraŃi că înmulŃirea matricelor pe M este lege de compoziŃie, unde: 

{ }
0 1

1
( ) 0 0 0 \

2
1 0

x x

M A x x

x x

 − 
  = = | ∈  
   −  

ℝ . 

SoluŃie. Fie x, y ∈ ℝ \ { }1

2
. Avem A(x) ⋅ A(y) = 

0 1 0 1

0 0 0 0 0 0

1 0 1 0

x x y y

x x y y

− −   
   ⋅   
   − −   

 =  

= 

1 2 0 (2 )

0 0 0 (2 1)

(2 ) 0 1 2

xy x y xy x y

A xy x y

xy x y xy x y

+ − − − − − 
  = − − + 
 − − − + − − 

. Trebuie demonstrat că  

1 + 2xy – x – y ∈ ℝ \ { }1

2
. Din x, y ∈ ℝ \ { }1

2
 avem 

1 1
2

2 2
x y

  − −  
  

 ≠ 0, de unde 

rezultă că 2xy – x – y + 1 ≠ 
1

2
.  

 

4. Fie H = { }2 22 , , 2 1x y x y x y+ | ∈ − =ℚ . DemonstraŃi că H este parte stabilă infi-

nită a lui ℝ în raport cu înmulŃirea.  

SoluŃie. Fie x, y, a, b ∈ ℚ, cu x2 – 2y2 = 1, a2 – 2b2 = 1. Avem: 

( )( )2 2 ( 2 ) ( ) 2t x y a b ax by ay bx= + + = + + + . Cum ax + 2by ∈ ℚ, ay + bx ∈ ℚ 
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şi (ax + 2by)2 – 2(ay + bx)2 = a2x2 + 4b2y2 – 2a2y2 – 2b2x2 = (a2 – 2b2)(x2 – 2y2) = 1 

rezultă t ∈ H. Observăm că 3 2 2x = +  ∈ H. Atunci x2, x3, …, xn ∈ H, unde n ∈ ℕ*. 

Cum {xn | n ∈ ℕ*} = A este infinită şi A ⊂ H, avem H infinită. 

Probleme propuse 

1. DeterminaŃi numărul operaŃiilor algebrice definite pe M = {0, 1}.  
 

2. JustificaŃi de ce împărŃirea nu este operaŃie algebrică pe fiecare din mulŃimile  

ℕ*, ℤ*, ℚ, ℝ, ℂ. 
 

3. JustificaŃi de ce adunarea, scăderea, înmulŃirea şi împărŃirea nu sunt legi de compo-
ziŃie pe mulŃimea numerelor iraŃionale. 
 

4. a) DemonstraŃi că pentru orice a, b ∈ ℝ avem:  

max( , ) , min( , )
2 2

a b a b a b a b
a b a b

+ + | − | + − | − |
= = . 

b) Pe care din mulŃimile ℕ, ℤ, ℚ, ℝ, ℂ, „max” şi „min” sunt legi de compoziŃie? 
 

5. DemonstraŃi că „�” este lege de compoziŃie în cazurile: 

a) M = (3, ∞), x � y = xy – 3x – 3y + 12; b) M = [2, ∞), x � y = xy – 2x – 2y + 6; 

c) M = [4, 6], x � y = xy – 5x – 5y + 30; d) M = (6, 8), x � y = xy – 7x – 7y + 56; 

e) M = (–1, 1), x � y = 
1

x y

xy

+

+
; f) M = [3, ∞), x � y = 2xy – 6(x + y) + 21; 

g) M = (–∞, 1), x � y = 
2

3

xy

x y

−

+ −
; h) M = ℝ \ {1}, x � y = 

1

2
(1 + x + y – xy). 

 

6. DemonstraŃi că înmulŃirea este lege de compoziŃie pe mulŃimile: 

a) M = 
1 5 10

0
2 1 4

a a
a

a a

 +  
| >  − −   

; b) M = 
1 2

1
2 1

a a
a

a a

 +  
| > −  − −   

; 

c) M = 

0

0 0 ,

0

a a

b a b

a a

  
   | ∈  
  
  

ℝ ; d) M = 

21 2 2

0 1 4

0 0 1

a a a

a a

  +
  

| ∈  
  
  

ℝ ; 

e) M = 
0

,
a

a b
bi a bi

   
| ∈  +   

ℝ ; f) M = 2 2, , 0
x iy

x y x y
iy x

   
| ∈ + ≠  

   
ℝ . 
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7. StudiaŃi dacă mulŃimea M este parte stabilă pentru (ℂ, ⋅):  

a) M = {z ∈ ℂ | z4 = 1}; b) M = {z ∈ ℂ | |z| = 1}; 

c) M = {z ∈ ℂ | z3 = z }; d) M = {z ∈ ℂ | |z – 1| = 1}. 
 

8. DemonstraŃi că „�” este lege de compoziŃie în cazurile: 

a) M = , , 0
a b

a b a
b a

   
| ∈ ≠  

   
ℝ ; A � B = AB + BA; 

b) M = ℚ \ {2}; x � y = x + y + 
2

xy
; c) M = ℂ \ {1}; z1 � z2 = z1 + z2 – z1z2; 

d) M = [0, a], a > 0; x � y = 

2
1

x y

xy

a

+

+
; e) M = (0, ∞) \ {1}, x � y = xln y; 

f) M = (1, 2); x � y = 
3 4 4 6

2 3 3 5

xy x y

xy x y

− − +

− − +
;  

g) M = 

1 0 0

( ) 1 0 0 ,  impar

1 1

A x x x

x

  
  = | ∈  
   

  

ℤ . 

 

9. DemonstraŃi că M este parte stabilă a lui (M3(ℝ), ⋅), unde M = {An | n ∈ ℕ*} în ur-

mătoarele cazuri: 

a) 

0 1 0

0 0 1

0 0 0

A

 
 =  
 
 

; b) 

0 0 1

1 0 0

0 1 0

A

 
 =  
 
 

; c) 

0 0 0

0 0 1

1 0 0

A

 
 = − 
 − 

. 

 

10. Fie M ⊂ ℂ astfel încât A = {z ∈ ℂ | |z| = 1} ⊂ M. Ştiind că M este parte stabilă faŃă 

de adunarea numerelor complexe, demonstraŃi că B ⊂ M, unde B = {a + bi | a, b ∈ ℤ}. 
 

11. Fie a ∈ ℝ şi legea „�” definită pe ℝ prin x � y = x + y – xy – a(x + y) + a. Determi-

naŃi a astfel încât H = (0, 1] să fie este parte stabilă a lui ℝ în raport cu legea „�”. 
 

12. Pe ℝ este definită legea x � y = xy – x – y. DemonstraŃi că ℝ \ ℚ şi ℚ \ ℤ nu sunt 

părŃi stabile ale lui (ℝ, �). 
 

13. DeterminaŃi părŃile stabile finite ale lui ℝ în raport cu adunarea (respectiv înmulŃi-

rea) pe ℝ. 
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14. Se consideră matricea 
4 3

3 2
A

− 
=  − 

 şi M = {x = aA + bI2 | x, y ∈ ℤ}. 

a) DemonstraŃi că M este parte stabilă a lui (M2(ℤ), ⋅). 

b) DemonstraŃi că există an, bn ∈ ℤ astfel încât An = anA + bnI2. 
 

15. Pe ℤ definim legea „�” prin a � b = 
0, 2 1

1, 2

a b

a b

+ ∈ +


+ ∈

ℤ

ℤ
. CalculaŃi A = (a � b) � c şi  

B = a � (b � c), unde a, b, c ∈ ℤ.  

1.2. Asociativitate. Comutativitate 

Definiţie. Fie legea de compoziŃie f : M × M → M.  
Legea f se numeşte comutativă dacă f (x, y) = f (y, x), ∀ x, y ∈ M.  
Legea f se numeşte asociativă dacă f ( f (x, y), z)) = f (x, f (y, z))), ∀ x, y, z ∈ M.  
Pentru notaŃia aditivă: x + y = y + x; (x + y) + z = x + (y + z). 
Pentru notaŃia multiplicativă: xy = yx; (xy)z = x(yz). 

Exemple. 1. Adunarea şi înmulŃirea pe ℕ, ℤ, ℚ, ℝ, ℂ sunt asociative şi comutative. 

2. Adunarea pe Mn(ℝ) este comutativă şi asociativă. 

3. ÎnmulŃirea pe Mn(ℂ) este asociativă, dar nu este comutativă.  

4. Scăderea pe ℤ, ℚ, ℝ, ℂ nu este nici comutativă, nici asociativă. 

Probleme rezolvate 

1. Fie o mulŃime M ≠ ∅ având card M = n (n ∈ ℕ, n ≥ 2). DeterminaŃi numărul legilor 

de compoziŃie comutative definite pe M. 
SoluŃie. Legea este comutativă dacă tabla legii (tabla lui Cayley) este simetrică faŃă de 

diagonala principală. Trebuie determinat numărul elementelor ai � aj, unde 1 ≤ i < j ≤ n. 

Avem 1 + 2 + … + n = 
( 1)

2

n n +
 asemenea elemente. Din numărul total 

2nn  de legi 

avem 
( 1)

2

n n

n
+

 comutative. 
 

2. DaŃi exemple de legi definite pe mulŃimi finite: 
a) comutativă, care nu este asociativă; 
b) asociativă, care nu este comutativă.  
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SoluŃie. a)  e a b b)  e a b 

  e e a b  e e a b 

  a a a e  a a e b 

  b b e a  b b a b 

a) (b � a) � a = e � a = a; b � (a � a) = b � a = e. 
 

3. DeterminaŃi a, b, c ∈ ℝ, ştiind că legea „�” definită pe ℝ prin x � y = ax + by + c,  

x, y ∈ ℝ, este comutativă şi asociativă. 

SoluŃie. Avem x � y = y � x, ∀ x, y ∈ ℝ ⇔ ax + by + c = ay + bx + c, ∀ x, y ∈ ℝ ⇔  

⇔ a = b. Fie x, y, z ∈ ℝ. Avem (x � y) � z = a2x + aby + bz + ac + c şi x � (y � z) =  

= ax + aby + b2z + bc + c. Legea este asociativă dacă şi numai dacă a2 = a, b2 = b şi  
ac = bc. Tripletele (a, b, c) pentru care legea este asociativă sunt (0, 0, c), (1, 1, c),  
(1, 0, 0), (0, 1, 0). Legea este comutativă şi asociativă în cazurile (0, 0, c) şi (1, 1, c). 
 

4. Fie *

0

( ) 0 1

0

a a

M A a a a

a a

  
  = = | ∈  
   

  

ℝ . 

a) DemonstraŃi că „⋅” pe M este asociativă şi comutativă. 

b) RezolvaŃi ecuaŃia 

32 0 32

( ) 0 1 0

32 0 32

nA a

 
 =  
 
 

, unde a ∈ ℤ. 

SoluŃie. a) Avem 

2 0 2

( ) ( ) 0 1 0 (2 )

2 0 2

ab ab

A a A b A ab

ab ab

 
 ⋅ = = 
 
 

. Cum A(2ab) = A(2ba) =  

= A(b) ⋅ A(a) ⇒ înmulŃirea pe M este comutativă. Deoarece „⋅” pe M3(ℝ) este asocia-

tivă şi M ⊂ M3(ℝ), rezultă că înmulŃirea pe M este asociativă. Altfel, avem:  

(A(b) ⋅ A(b)) ⋅ A(c) = (A(2ab)) ⋅ A(c) = A(2 ⋅ 2ab ⋅ c) = A(4abc) = A(2a ⋅ (2bc)) = A(a) ⋅  
⋅ A(2bc) = A(a) ⋅ (A(b) ⋅ A(c)), ∀ a, b, c ∈ ℝ*. 

b) A2(a) = A(2a2), A3(a) = A(2a2) ⋅ A(a) = A(22 ⋅ a3). Prin inducŃie rezultă An(a) = 
= A(2n–1an). Avem An(a) = A(32) ⇔ 2n–1an = 32; (2a)n = 64 = (±2)6. Pentru (n, a) avem 
soluŃiile (6; ±1); (3; 2); (32; 1). 

Probleme propuse 

1. StudiaŃi asociativitatea şi comutativitatea legilor de compoziŃie de la exerciŃiile 4, 5, 
6, 8, 9 de la paragraful 1.1. 
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2. Fie n ∈ ℕ, n ≥ 2 şi legea „�” definită prin x � y = n xy : 

a) În ce cazuri avem lege de compoziŃie? 
b) DemonstraŃi că, dacă avem lege de compoziŃie, ea nu este asociativă. 

c) DeterminaŃi două părŃi stabile H ⊂ ℝ pentru care legea este asociativă.  

1.3. Element neutru. Element simetrizabil 

Definiţia 1. Un elemene e ∈ M se numeşte element neutru pentru legea de compozi-
Ńie f : M × M → M dacă f (x, e) = f (e, x) = x, ∀ x ∈ M. 

Pentru notaŃiile aditivă sau multiplicativă, elementele neutre se notează cu 0, res-
pectiv 1, şi se numesc elementul nul (sau elementul zero), respectiv elementul unitate. 

Exemple. 1. Pentru (ℕ, +), (ℤ, +), (ℚ, +), (ℝ, +), (ℂ, +) avem e = 0. 

2. Pentru (ℕ, ⋅), (ℤ, ⋅), (ℚ, ⋅), (ℝ, ⋅), (ℂ, ⋅) avem e = 1. 

3. Pentru (P(A), ∪) avem e = ∅. Pentru (P(A), ∩) avem e = A. 

4. Pentru (F(A), �) avem e = 1A (funcția identică a mulŃimii A).  

5. Pentru (Mm,n(ℂ), +) avem e = 0m,n (matricea nulă). 

6. Pentru (Mn(ℂ), ⋅) avem e = In (matricea unitate). 

Teorema 1. Dacă o lege de compoziŃie admite un element neutru, atunci acesta este 
unic.  

Definiţia 2. Fie f o lege de compoziŃie pe M ce admite elementul neutru e. Un ele-
ment x ∈ M se numeşte simetrizabil în raport cu legea f dacă există x' ∈ M astfel încât 
f (x, x') = f (x', x) = e. 

În notaŃia aditivă, x' se numeşte opusul lui x şi se notează cu –x. 
În notaŃia multiplicativă, x' se numeşte inversul lui x şi se notează cu x–1. 
Teorema 2. Fie ϕ : M × M → M o lege de compoziŃie asociativă. Dacă x ∈ M este 

simetrizabil, atunci simetricul său x' este unic.  

Exemple. 7. Orice număr din ℤ, ℚ, ℝ, ℂ admite opusul –x. 

8. Pentru (ℕ, +) avem un singur element simetrizabil (pe 0). 

9. Orice x ≠ 0 din ℚ, ℝ, ℂ admite inversul 1 1
x

x

− = . 

10. Pentru (ℕ, ⋅), doar 1 este inversabil. Pentru (ℤ, ⋅), doar 1 şi –1 sunt inversabile.  

11. Singurele matrice A din Mn(ℂ) inversabile sunt cele cu det A ≠ 0. 

Teorema 3. Fie legea de compoziŃie asociativă şi cu element neutru f : M × M → M. 

Dacă x, y ∈ M sunt simetrizabile şi au simetricele x' şi y', atunci x � y şi x' sunt simetri-

zabile şi avem (x � y)' = y' � x'; (x')' = x.  
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