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ELEMENTE DE
CALCUL MATRICEAL.
SISTEME DE ECUATII

LINTARE

Capitolul 1
PERMUTARI

1.1. Permutari

Definitie. Fie 4 multime nevida finita. Orice functie bijectiva f: 4 — A se numeste
permutare a multimii 4.

Teoremd. Fie 4 multime finitd cu n elemente (2 € N'). Atunci multimea {f: 4 — 4
| fbijectiva} are n! elemente.

Denumirea de permutare vine din limba latina: ,,permutare” — a muta unul fatd de
altul, formula pentru P, (numéarul permutarilor de » elemente, P, = n!) a fost data de
L. Ghersonide 1n 1321, iar termenul a fost propus de André Tacquet (1612 — 1660).

Observatii: 1. Daca 4 este multime finita nevida si f: 4 — A, atunci avem:

fbijectivd < f'injectiva < f surjectiva.

2. Deoarece compunerea a doud functii bijective este tot o functie bijectiva, putem

considera 4 = {1, 2, 3, ..., n}. Orice functie bijectivd 6 : 4 — A se numeste permutare
(substitutie) de n elemente (de gradul »).
Notatii: S, = {c: 4 —> 4| o bijectiva}. Avem card S, = n!.

(1 2 3 n
o (0(1) 5(2) o(3) .. G(n)j
Permutarile vor fi notate cu literele grecesti o, ¢, 0, 7, T etc.
Observatie: {c(1), 5(2), ..., o(n)} = 4.
Functia identicd 1, : 4 — A este permutare, numitd permutarea identica si o notdm

1 2 ... n
cue. Aveme = .
1 2 ... n

Exemplu. S; are 3! = 6 elemente. Avem:

S_123 1 2 3y (1 2 3V (1 2 3Y(1 2 3\(1 2 3
Sl o2 30003 21301 2) 201 3/ 2 3 1) 3 2 1)



Dacad o, 1 € S, atunci ¢ o T (notata si o1) este tot permutare de gradul » numita

compunerea (sau produsul) permutarilor ¢ si T (in aceasta ordine).

5 ( 1 2 .. n J ( 1 2 .. n ] )
Dacd 6 = , T= , atunci avem:
o) o(2) .. o(n) (1) 1(2) T(n)

( 1 2 n j
oT= )
o(t(1)) o(x(2)) .. o(z(n)

. — *
Notatie: 6’ = 60, 6" =60, 6" =060, ...,0"=06""'o,unde n € N

1 2 3 4 1 2 3 4 .
Exemplu: Daci o = , T= , atunci avem:
2 3 41 31 4 2

4 4
1) 2}2
4
2]'
i HO I I N |
23 4 1)l2341) 3412

Observam ca in general Inmultirea (produsul) nu este comutativa (comutativ). Nu
se poate efectua decat produsul a doud permutari de acelasi grad.

W ~ W B~ W

1
3
1
2
1

a

Q

Il

VY
W
[\ R \C R VS I O]
N W oo =N
W A W A~ W
— A
N—

Il
[ i N
(SIS I ¥
W N W = W
[OSIN N
N——

Proprietatile compunerii permutéirilor
e Compunerea permutarilor este asociativd: (cot)c0=c°c(100),V0,1,0 € §,.

¢ Permutarea identica de gradul n este element neutru pentru compunerea permuta-
rilor (din S,,): ce =ec =06,V o € §,.
¢ Orice permutare are o inversa: V ¢ € S, 3 cle S, astfel incat oc'=cloc=ec.

1 2 3 4 1 2 3 4
Exemple: a) e ' =¢; b) 5 = =oc'= .
4 31 2 34 21

Avemo " =(c")",m e N

Definitie. Fiei,j € A={1,2,3,...,n},n e N,n>2,i#j. Functia t; : A > A (nota-

Jo k=i
td si (i) definita prin 7, (k)=<i, k=j se numeste transpozitie. Avem deci
k, k#i, k#j
3 1 2 ... i-1 i i+1 ... j=1 j j+1 .. n
T, =)= . o . o,
1 2 .. i-1 j i+l ... j—-1 i j+1 .. n
Proprietatile transpozitiilor
1. (i) = (i) 2.y = (@) 3.(j) =e

4. Numarul tuturor transpozitiilor de gradul n este C> = nn=l) ,n=2.
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Exemple: 1. Transpozitiile de gradul 3 sunt (1 2), (1 3), (2 3).
2. Transpozitiile de gradul 4 sunt (1 2), (1 3),(1 4), (2 3), (2 4), (3 4).

PROBLEME REZOLVATE

1 2 3 4
2 3 41

ol 62:(1 2 3 4)(1 2 3 4}2[1 2 3 4}
’ 234 1)2341) 3412
03:020{1 2 3 4)(1 2 4}{1 2 3 4)
341 2)(2 3 41 2 3)

2 2 2

3
4
. 3 1 3 4) (1 3 4y (1 3 4
0 =00= : = =e.
41 2 3)2 3 41 1 2 3 4
4k+r

Prin inductie se demonstreaza ca

{c"|neN}={e 0,0° ).

1. Fie permutarea G =[ J . Determinati multimea {c" | n € N}

—_—

= o pentru orice k € N, r € {0, 1, 2, 3}. Deci

2. Demonstrati ca pentru orice ¢ € S, existi p € N astfel incat o* = e.

Solutie. Dacan=1avem S; = {e} siluam p=1. Dacan =2, ludm p = 1 dacd c = e si

1 2
p=2dacéc=(2 1].Fien23siceSn,c;«te(dacéc:eluémp:1).Atunci

. * . e
o" € S, pentru orice m € N'. Deoarece multimea S, este finita (are n! elemente), re-

I—m

C e e s A . -1 -
zultd ci existi m, t € N, m <t astfel incit 6" = c". Atuncic’ " =6'- (67" =e. Luim

decip=t—m.

3. Determinati permutarile ¢ € S,, n > 3, stiind cad numerele 1 + o(1), 2 + o(2),
3+0(3), ..., n+ o(n) formeaza o progresie aritmetica.

Solutie. Pentru orice k = 2,n—1 avem (k— 1 +oc(k—- 1)+ (k+ 1+ ok + 1)) =
= 2(k + o(k)) si deci o(k — 1) + o(k + 1) = 20(k). Deci numerele (1), o(2), ..., o(n)
formeaza o progresie aritmetica.

Daca ratia este pozitiva, atunci o(1) < o(2) < ... < o(n) si atunci o(n) = n.
Intr-adevir, daci o(n) # n, existd k, 1 < k < n astfel incat o(n) =k si existi 7, | <t <n,
astfel incat o(¢) = n. Atunci o(n) < o(?), unde ¢ < n (contradictie). Analog se arata ca
c(i)=i,1<i<n—-1sidecic=e

Daca progresia este descrescatoare, adica o(1) > o(2) > ... > o(n), avem o(1) = n,

) { (n) =1 si deci 1 2 3 . n=1 n
oc2)=n-1,...,0(n)=1sidecic = .
3 n n—-1 n-2 .. 2 1
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PROBLEME PROPUSE

, , 1 2 3 45 1 2 3 45
1. Fie permutérile 6 = , T= .
31 2 5 4 213 45

a) Determinati o7 §i 10.
. . * o .
b) Determinati m, n € N minime pentru care " = 1" =e.

2. Determinati toate transpozitiile de gradul 5.

3. Rezolvati in S, ecuatiile:

, (1 2 3 4 , (1 2 3 4
a) 6° = ; b) o = .
341 2 31 4 2

4. Determinati permutarile ¢ € S,, n > 3, stiind ca numerele 1 + (1), 2 + o(2), ...,
n + o(n) formeaza o progresie geometrica.

. * . . N .
5.Fien € N, n > 2. Determinati ¢ € S, in cazurile:

a)l+o(l)=2+0c(2)=...=n+c(n);
b)o(l)-1=0c(2)-2=...=0o(n)—n;
c)o(l)-1-0(2)-2=...=no(n).

6. Rezolvati 1n Ss ecuatiile:

1 2 3 4 5
a) 6" = ,unde n € {3, 4, 5};
2 31 5 4
1 2 3 4 5
b) ot =10, unde r:( j

231 5 4

7. Fie numerele reale strict pozitive a; < a, < a;. Determinati (in fiecare caz) permuta-

rea ¢ € S; pentru care:
3
a)suma S, = Z a,a,, este maxima, respectiv minimd,
i=1

o(i

3
b) suma S_ = Z !

i=1 aia

este maxima, respectiv minima.
o(i)

3
¢)suma S, = Z(a,. - as(i))2 este maximd, respectiv minima.
i=1

. - 100 201 302
8. Determinatic , ¢°, o™ -, unde:

1 2 3 4 1 2 3 45
a) o= ; b) o= .
2 3 41 312 5 4



9. Determinati ¢ pentru care:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
a) oG o = ;
21 43 1 3 4 2 1 4 3 2
1 2 3 45 1 2 3 45 1 23 45
b) oQgo = .
21 4 35 4 1 2 35 2 35 41

10. Fie a,a,a,a, =4123. Determinati suma Z A1) 2y A3y Ao (a) -

GeS,

11. Se considera numerele x = 4675, y = 24365.

a) Cate numere distincte se obtin permutand cifrele numerelor x si y?

b) Al catelea numar este 1n ordine crescatoare (respectiv descrescatoare) fiecare din
numerele x si y cand se efectueaza toate permutarile posibile ale cifrelor celor doua
numere?

12. Se considera numerele x = 4225 si y = 43556.
a) Cate numere distincte se obtin permutand toate cifrele numerelor x si y?
b) Calculati in fiecare caz in parte suma tuturor numerelor obtinute.

13. Se considerd numerele 0 < x; < x, < x;. Determinati permutarea ¢ € S; pentru care

suma:
3 x, . 3 x, o
a) S = Z—’ este maxima; b) S; = Z—’ este minima;
i=1 xc(i) i=1 xo-(,')
3 3
©)So= . este maxima; d)Se=>] este minima;
i=1 xlxc(i) i=l xl‘xc(i)
: 3 . : 3 o
e)Ss = Z(xi - xc(i)) este maximd; b) So = Z(xl. - xcm) este minima.

i=1 i=1

14. Se considera numerele 0 < x; < x, <x;. Determinati permutarea ¢ € S; pentru care
aveml X Xq(1) < X2X5(2) < X3X5(3)-

3 .
. . o(@) _ 11
15. Demonstrati cd pentru orice permutare ¢ € S; avem Z# >—

i=1 1 6

. . 1 . .
16. Fie numerele x;, x,, x3 din intervalul (5’ 2) . Demonstrati ca pentru orice o € S;

( 1 J[ 1 j{ 1 j 125
avem: | x, + x, + X, + <=,
Xs(1) Xs2) Xs(3) 8

17. Fie H c S,, H # J, cu proprietatea ca oricare ar fi o, 0 € N, avem o6 € H. De-

monstrati ca:
a)e € H, b) daci o € H, atuncio ' € H.



1.2. Inversiunile unei permutari

Definitie. Se numeste inversiune a permutarii o € S,, n > 2, o pereche (i) cu propri-
etatile 1 <i <j <n si o(i) > o()).

Observatii.
o)=0() _g

I=J
2. Numarul inversiunilor permutirii ¢ se noteaza cu Inv(c) (sau cu m(c). Avem

1. Perechea (i, j) este inversiune a permutarii ¢ <>

atunci m(e) = 0 si m(c) € N pentru orice ¢ # e.

(n=1)

g . . . n . .
3. Numarul maxim de inversiuni este si se obtine pentru permutarea:

(1 2 ... n-1 nj . .
c= , adicd pentru permutarea ¢ definita prin:
n n—1 2 1

ck)=n—-k+1, k=1,n.

Definitie. Permutarea o se numeste permutare para (impard) daca m(c)este numar
par (respectiv impar).

Definitie. Numirul &(c) = (—1)™® se numeste signatura permutirii c.

Observatii:

1. Pentru orice ¢ € S, avem &(c) = 1 sau g(c) =—1.

2. Permutarea ¢ este permutare pard < &(c) = 1.

Permutarea ¢ este permutare impara < g(c) = —1.

Teorema. Orice transpozitie este permutare impara.

Demonstratie. Fie transpozitia (i) cu 1 <i <j <n. Dacad k <iavem 1(k) =k <j =
= 1,(i) si deci (k, i) nu este inversiune. Analog perechea (j, k) cuj < k nu este inversiu-
ne. Fie i < k <j. Deoarece t;(i) =j > k = 1;(k), rezultd cd perechile (i, j) si (k, j) sunt
inversiuni. Deoarece si (7, j) este inversiune, rezultad cd m(t;) = 2(j —i — 1) + 1 =
=2(j — i) — 1 si atunci m(t;) =—1.

o(i) —o(/)

Teoremi. Daca ¢ € S, atunci &(c) = H
1<i<j<n 1=J

Demonstratie. Produsul definit in teoremad contine C. factori. Fie factorul
o()) —o(j)
i—j

,unde 1 <i <j < n. Fie o(i) =k, o(j) = p. Avem evident k # p si atunci

o(k) —o(p)

daca k < p sau in
k—p

o(i) — o(j) = k— p # 0. Numadrul £ — p apare 1n factorul

(p) —o(k)

factorul °
p—k

ne. Prin simplificare obtinem —1 de un numar de ori egal cu numarul de inversiuni ale
permutarii 6. Deci produsul este (o).

dacd p < k, dupa cum (i, j) este inversiune sau nu este inversiu-



Teorema. Pentru orice o, T € S, avem &(ot) = &(o)g(t) (signatura produsului a doua
permutari este egald cu produsul signaturilor celor doua permutari).

o(1(@) —o(x(/)) _ T (G(T(Z’)) —o(x() 1)~ () J _

Demonstratie. e(ct) = H

1<i<j<n 1—J 1<i<j<n (i) — (/) i—j
_ o(t(@))—o(t()) | w)—t()) | _ -
[H (i) - 1()) NH i j #40) <L)

Consecinta. Fie ¢, T € S,.. Atunci avem:

a) ot este permutare pard <> o $i T sunt ambele pare sau ambele impare;

b) ot este permutare impard < o si T sunt de paritati diferite.

Teorema. Orice permutare din S,, 7 > 2, este un produs de transpozitii.

Consecintd. Orice permutare para (respectiv impara) este produsul unui numar par
(respectiv impar) de transpozitii.

. < - . - . n!
Observatie. Numarul permutarilor pare, respectiv impare, din S,, n > 2, este 5

PROBLEME REZOLVATE

4 315 2

Solutie. In cele ce urmeaza se considerd numerele de pe linia a doua. Inaintea numaru-
lui 1 se afla numerele 4 si 3. Avem deci doud inversiuni: (1, 3) si (2, 3) (s-au luat nu-
merele corespunzatoare de pe prima linie). Taind numarul de pe linia a doua, mai ra-
man numerele 4, 3, 5, 2. Luand numarul 2, inaintea lui se afld numerele 4, 3, 5. Avem
deci inversiunile (1, 5), (2, 5), (4, 5). Analog se determina inversiunea (1, 2). Rezulta
cam(e)=6,¢e(c)=1.

L . 1 2 3 45
1. Determinati signatura permutarii ¢ = .

1 23 456
345162)
1 23 456
34516 2

. - 2 - 2 - - .
impara. Deoarece 6~ este permutare pard (e(c°) = &(o) - €(c) = 1), rezulta ca ecuatia
o” = 1 nu are solutie.

2. Rezolvati ecuatia 6° = [

Solutie. Fie T = ( j . Deoarece m(t) = 7, rezultd ca t este permutare

1 2 3 45

ca produs de transpozitii.
2 4 3 51

3. Scrieti permutarea ¢ = [

1 23 45

Solutie. Consideram transpozitia (1 5) = 1,. Fie 6, = 1106 =
2 4 315

j . Consi-



1 2 3 45 ,
. Consideram transpo-
21 3 45

zitia (1 2) = 13. Fie 03 = 130, = e. Rezultd céd 131,1,0 = e si deci 6 = ﬂ:l"lﬂ:;lr;l =

=(15)(14)12).

deram transpozitia (1 4) = 1,. Fie 6, = 1,01 = [

) . 1 2 3 .. n n+l n+2 .. 2n
4.Fiece S,,,ne N, o=

1 3 5 ... 2n—-1 2 4 .. 2n)

a) Determinati numarul inversiunilor permutérii c.
b) Determinati #, stiind ca o este permutare para.

Solufie. a) Numerele 1, 3, 5, ..., 2n — 1 sunt scrise in ordine crescatoare (pe a doua
linie). In fata numerelor 2, 4, 6, ..., 2n — 2 sunt scrise n — 1, n — 2, n — 3, ..., respectiv
1 numar mai mare. Decim(c)=(n—-1)+(n-2)+...+2+1= n(nz—l) .

b) Avem m(c) numir par < n=4k, ke N saun=4k+ 1,k € N.

PROBLEME PROPUSE

1. Determinati signatura permutérilor:

1 23 456 1 23 45 6 7
a) o= ; b)oc = .
2 45 6 31 2 3 i1 6 j 5
2. Scrieti ca produs de transpozitii urmatoarele permutari:
1 2 3 45 1 23 456
a) o= ; b) o= .
4 1 5 2 3 2 315 4
. . o 1 2 3 45 6
3. Rezolvati ecuatia 6" = .
342156
4. Determinati permutérile ¢ € S, pentru care m(c) = 3.
5. Fie n € N numir impar. Demonstrati ci pentru orice 6 € S, exista k € {1, 2, ..., n}
astfel incat k + o(k) sa fie numar par.
) . 1 2 3 .. n n+l n+2 .. 2n-1 2n
6.FieceS,,neN, o= .
2 4 6 .. 2n 1 3 ... 2n-3 2n-1

a) Determinati m(oc).
b) Determinati #, stiind ca o este permutare impara.

7. Determinati n € N, stiind cd 6 € S,, este permutare pari:
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) 1 2 3 we non+l n+2 .. 2n-1 2n
a) 6= :
2n-1 2n-3 2n-5 ... 1 2n 2n-2 .. 4 2
1 2 3 we n n+l n+2 .. 2n-1 2n
b) o= ;
2n 2n-2 2n-4 .. 2 2n-1 2n-3 .. 3 1
1 2 3 4 we 2n-=1 2n
c) o= .
2n—1 2n 2n-3 2n-2 .. 1 2
8. Determinati numarul de inversiuni ale permutérii ¢ € S;,:
) 1 23 .. n n+l n+2 ... 2n-1 2rn 2n+1 .. 3n-1 3n
a) o= :
369 3n 1 4 ... 3n-2 2 5 .. 3n—-4 3n-1
b) 1 23 n n+l n+2 .. 2n-1 2n 2n+1 ... 3n-1 3n
Cc= .
1 4 7 3n—-2 2 5 .. 3n-1 3 6 .. 3n=3 3n
. 1 2 .. n-1 n ) o o
9. Stiind ca permutarea ¢ = are m inversiuni, determinati
o, o, .. o, a,
. . .. 1 2 .. n-1 n
numadrul de inversiuni ale permutarii T = .
(X” anfl (x2 al

10. Rezolvati ecuatiile:
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
a) ogo = ;
31 4 2 2 4 3 1 2 1 4 3
1 2 3 45 1 2 3 45 1 2 3 45
b) oQgo = .
4 3 1 5 2 341 25 21 3 5 4
11. Fie permutarea ¢ € S,, n € N, n > 2. Demonstrati ca:
a)exista k N, k < n, astfel incat ¢* = ¢;
b) daci existd m, p € N astfel incit 6” = o”, atunci 6" = ¢;

- . . - . * . . .
c¢) dacd m este cel mai mic numar din N cu proprietatea 6™ = e, atunci pentru orice

p € N’ cu proprietatea 6 = e avem m | p.

12. Determinati permutarea ¢ € S,, unde n € N, n > 3, pentru care numerele 1 + (1),
2+ 06(2), ..., n + o(n) formeaza o progresie aritmetica.
13. Determinati permutarea ¢ € S,, n > 2, pentru care [o(1) — 1| = |c(2) - 2| = ... =
= |o(n) —nl.
14.Fien € N, n >3, ¢ € §,. Demonstrati ca daca ot = 1o pentru orice T € S,, atunci G =e.
15.Fien € N, n > 2. Fie 6, T € S, avand proprietatile:

i) daca existd k € N, 1 < k < n astfel incat o(k) # k, atunci t(k) = £;

11



i) dacd existd k € N, 1 < k < n astfel incat 1(k) # &, atunci o(k) = £.

Demonstrati cd 6t = 10.

16. Fie numerele 0 < x; <x; < ... <x, n € N, n > 3. Determinati permutarea ¢ € S,

pentru carc suma:

n n
X o X, C
a) S, = Z—’ este maxima; b) Ss = Z—’ este minima;
i=1 X5(i) i=1 Xo(i)
n n
este maxima, d) Ss= Z

i=1 XX (i)

este minima;

e)So = i(x,. - xc(,.))2 este maxima; b) Sc = i(x,. = Xy )2 este minima.
i=1 i=1

17. Fie a > 0 si numerele x,, x5, ..., X, din intervalul (0, @). Demonstrati ca pentru orice
permutare ¢ € S, existd i, 1 <i < n, astfel incat 4x,(a — x5;) < a.
18. Fien e N,n>2,sinumerele 0 <a;<a,<...<a, 0>b;>b,> ... > b, Demon-

strati cd pentru orice permutare ¢ € S, avem:
albl + bz(lz +...+ b,,a,, > albcm + azbc(g) +...+ anbc(,,).

19. Demonstrati ca orice permutare este un produs de transpozitii de forma (1, 2),
(1, 3),(1,4), ..., (1, n).

20. Fie n € N, n > 3. Demonstrati ca pentru, orice permutare ¢ € S, avem Z G}EI;) > Z% .
k=1 k=1

21. Fie o € S,, n 2 3. Demonstrati cd daca o0 = 6o pentru orice 0 € S, atunci ¢ =e.
22. Studiati surjectivitatea functiei /' Sy — Sy, f(c) = 6™,

23. Fie numerele strict pozitive a; < a; < ... < a,, n 2 3. Determinati permutarea ¢ €

n
€ S, pentru care suma S, = z este maxima, respectiv minimd.

k=t oy
24.Fie n € N, n > 2 si fie p, ¢ divizori naturali ai lui n. Demonstrati ca ecuatiile ” = e

si 67 = e au o singura solutie comuna in S, daca si numai daca (p, q) = 1.

25.Fien>3,n e N, o € §,. Definim & prin c(i)=c(n—i+1),Vi= 1,_n
1 2 3 4

3 42 lj

b) Demonstrati cd m(c) +m(c)=C.,V 6 € S,.

¢) Calculati ) m(c).

GeS,

a) Determinati G pentrun =4, ¢ =(

12



Capitolul 2
MATRICE

2.1. Multimi de matrice

O bancé comerciala doreste sd analizeze situatia incasarilor si platilor efectuate in
decurs de o saptdmana (in milioane de unititi monetare) de catre trei filiale (notate 4,
B, C) ale sale. Tabelul in care sunt trecute cele trei filiale si zilele saptdmanii (de luni
pana sambata inclusiv), care sunt notate cu numerele 1, 2, 3, 4, 5, 6 poate fi prezentat
in doud moduri:

Ziua
Filiala 1 2 3 4 S 6
A 24 21 22 19 -18 -4
B 15 18 16 10 3 2
C 10 -2 1 8 9 -1
Filiala
Ziua % B ¢
1 24 15 10
2 21 18 -2
3 22 16 1
4 19 10 8
5 -18 3 9
6 -4 2 -1

Luand filiala A4 si zilele 4, respectiv 6, datele din tabel semnifica faptul ca in ziua 4
erau in casa de bani cu 19 milioane unitati monetare mai mult decat in ziua 3, iar in
ziua 6 erau cu 4 milioane unitati monetare mai putin decat in ziua 5.

Pentru filiala B situatia poate fi prezentata in doua moduri:

1 15
2 18
1 2 3 4 5 6 3 16
sau .

15 18 16 10 3 2 4 10
5 3

6 2

Considerand cunoscuta semnificatia din tabel a numerelor 1, 2, 3, 4, 5, 6, pentru fi-
liala B avem urmatoarele reprezentari:
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15
18
16
10 |
3
2

Daca considerdm cunoscute semnificatiile pentru 4, B, C si numerele 1, 2, 3, 4, 5,
6, respectand ordinea acestora, obtinem urmatoarele tabele ,,centralizatoare”:

(15 18 16 10 3 2)si

24 15 10
21 18 -2
24 21 22 19 -18 -4
|22 16 1
15 18 16 10 3 2 |si
19 10 8
0 -2 1 8 9 -l
“18 3 9
4 2 -l

Cele doua ,.tablouri” poartd numele de matrice. Prima matrice are 3 linii i 6 co-
loane, iar a doua matrice are 6 linii si 3 coloane. Cele 18 numere se numesc elemente
ale matricei si sunt notate cu a;, unde indicele i, respectiv j, reprezintd numarul liniei,
respectiv numdrul coloanei din matrice pe care se afld elementul. In prima matrice
avem a,3; = 16, iar in a doua matrice avem asz = 9.

Definitie. Fie M= {1,2, ..., m},N={1,2, ...n},m,ne N sifie Kc C,K#&. 0

functie 4 : M x N — K se numeste matrice cu m linii i n coloane cu elemente din K.

Notand A((i, j)) =a; € K, Vi= I,_m, V j = 1,n, matricea se scrie sub forma:
A= (a,'j‘)lS[Sm .

1<j<n

Notiunea de matrice a fost introdusd de Arthur Cayley (1821 — 1895) in 1858. El a
folosit notatia 4 = ||a,.j 1<i<m - Alte notatii au fost propuse de C.E. Cullis (in 1913):

1<j<n

A= [aﬁjlgs,n , respectiv de Maxime Bocher (1867 — 1918), 4 = (a,.j)ls,-gm .

1<j<n 1<j<n

Vom folosi In continuare notatia lui Bocher.

Multimea tuturor matricelor cu m linii §i n coloane (matrice de tip (m, n) cu ele-
mente din K se noteaza cu . #,,(K). Daca m = n, matricea A se numeste matrice patra-
tica de ordinul n.

Multimea matricelor patratice de ordin n cu elemente din K se noteaza cu . #,(K).

Atunci « 4, ,(Q), A, ,(R), A, ,(C) reprezintda multimea matricelor cu m linii si n co-
loane cu elemente din QQ, R, respectiv C. Multimea matricelor patratice de ordinul z cu
elemente din Q, R, C se noteaza cu . #,(Q), . #,(R), respectiv . #,(C). Observim ca
Ay Q) € A, W (R) < A, (C), respectiv 4,(Q) < #,(R) < #,(C). Sistemul ordo-
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nat (a1, ax, ..., @) se numeste diagonala principald a matricei patratice 4, iar siste-

mul ordonat (ay,, @, 1, ..., @,1) s€ numeste diagonald secundara a matricei patratice 4.
Daca m = 1, avem matricea-linie 4 = (a11 a, .. aln) .
a
ay

Daca n =1, avem matricea-coloand 4 =

a

Daca m =n =1, avem matricea 4 = (ay).
Suma elementelor de pe diagonala principala a unei matrice (patratice) se numeste
urma matricei A §i se noteaza cu Tr(4). Avem Tr(4) =a;; + an + ... + ay,.

Definitie. Spunem ca matricele 4, B € . #,,,(K), K< C, 4= (a,.j )lg,.gm ,B= (b.. )lé,-gm

i
1<j<n Y 1</<

sunt egale dacd a; = by, V i = I,_m, Vj= I,_n

Cazuri particulare de matrice

Vom considera in continuare 4 € . #,, ,(C).

l.Dacia; =0,V i= I,_m, Vj= I,_n , matricea A se numeste matricea nulda. Notam
A = O,,,. Daca m = n, matricea nula se noteaza O,,.

2.Daca 4 € #4,(C),a;#0,Vi= I,_m, Vj= 1,_n , matricea se numeste matrice di-
agonala. Un caz particular de matrice diagonala este matricea unitate notata cu I, in
careaq;=1,Vi= l,_n,sia,]:O,Vi: L_n,Vj= I,_n Sii#].

3.Dacaa;=a;,Vi= 1,_n ,Vj= I,_n , matricea A se numeste matrice simetricad.

4. Daca a; = —a;;, Vi = I,_n ,Vj= I,_n , matricea A se numeste matrice antisimetri-
cd.

5. Daca 4 = (ai/. )lgém , matricea B = (by) € . #,,(C) pentru care b; = a;, V i = L_m ,

1<j<n

V j = 1,n, se numeste transpusa matricei A. Notdm B = A4'.

PROBLEME REZOLVATE

1. Determinati x, y € R, stiind ca 4 = B, unde:

4 4 3x+y x*+2 B x> 10 210

lax 0 x+3y) 7 k42 16 14 )
Solutie. Rezolvand sistemul 4 = x%, 3x +y =10, x2+2=y2—10, 2x=x+2,y2=16,
x+3y=14 obtinemx =2,y =4.
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2. Determinati:
a) multimea X a matricelor simetrice, X — . #5(R);

b) multimea Y a matricelor antisimetrice, ¥ — . Z5(R);

c)XnNY.
a b c 0 x vy
Solutie. a) x=3|b x yl|lab,c,x,y,teR};; b) x=4|-x 0 z||x,y,zeR};
c y t -y —z 0

¢) Din a;; = a;i, ay=—a;;, ¥ i=1L,n, ¥V j=1,n, rezultd ci a; = 0. Atunci X N Y= {O;}.

3. Determinati matricele 4 = (a;)) € . 75 4(R) definite prin:

L —C., j>i
Yo, iz, Vi=12, V=14

c -c, -C. -C, 1 -2 -3 4
Solutie. A=| " N 32 ‘= )
c ¢ ¢ -¢2)\2 1 -3 -6

2

4. a) Determinati matricele 4, = (a;) € #,(Z) definite prin a, = C!

i+j

pentru i = Lin,

j=1n.
b) Determinati suma tuturor elementelor matricelor A3, respectiv Aq.
| 1 1 1
¢, ¢ c ... C,.,
c: ¢ ¢t .. C
Solu}‘ie. a) An = 3 4 5 n+2 :
c, c, c., .. C.,

b) Suma elementelor matricei 43 este Cy +Cs +C,+C; +C; +C: +C, +C; +C, =
= 62. Analog se aratd ca suma elementelor lui 4, este 242.

PROBLEME PROPUSE

1. Determinati matricele 4, B — . #4(Z) ale cérei elemente sunt date de a; = (-1)',
respectiv b, = (—1)7)i—j, Vi=1,3,Vj=13.

2. Determinati matricele patratice de ordinul #n, n > 2, ale cérei elemente sunt date de
a; = min(i, j), respectiv b; = max(i, j), V i = L, Vj= Ln.

3. Determinati matricele simetrice 4 € . #,(Z), stiind cd suma patratelor elementelor

sale este 4.
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4. Determinati matricele antisimetrice 4 € . #4(Z), stiind ca suma patratelor elemente-

lor sale este 12.

5. a)Fie 4 € . #,,(C). In ce conditii putem avea 4’ = 4?
b) Determinati matricele patratice de ordin 3, respectiv 4 pentru care A’ = A.
¢) Demonstrati ci pentru orice 4 € . #,,,(C) avem (4") = A.

6. Dati exemple de matrice diagonale 4 pentru care Tr(4) = 0.

7. Fie X, Y multimea matricelor-linie, respectiv a matricelor-coloana avand elementele
din Z. Determinati:

AXNY;

b) multimea tuturor matricelor 4 € X N Y pentru care suma tuturor patratelor ele-
mentelor acestor matrice este 5.

2.2. Adunarea matricelor

Definitie. Fie matricele 4 = (ay) € . #,,,(C), B = (by) € #,,,(C). Suma matricelor

A, B este matricea notatd cu 4 + B, 4 + B = (¢j) € #,,(C), unde ¢;; = a; + by, Vi=

=lm,Vj=1n.

Observatii:

1. Se aduna numai matrice de acelasi tip.

2. Adunarea matricelor se reduce la adunarea numerelor (intregi, rationale, reale
sau complexe). Rezulta cd avem urmatoarea:

Teorema. Adunarea matricelor are proprietatile:

a) este comutativa: A+ B=B+ A4,V A, B € A, ,(C);
b) este asociativa: (4 +B)+C=4+ B+ ),V 4, B, C € Ay, (C);
¢) matricea nula O,,, este element neutru (pentru adunarea matricelor):
A+Opp=0u,+A=A4,V A € M, ,(C);
d) orice matrice 4 € . #,,,(C) are un opus notat —4 pentru care 4 + (-4) =(—A4) + 4 =
= Oy, (ludm -4 = (—a, )E"’" ).

Jj<n
Observatie. Definim operatia de scadere a matricelor din . #,,(C) astfel:
A-B=A4+(-B).
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PROBLEME REZOLVATE

1. Efectuati (atunci cind este posibil) suma unor matrice dintre matricele:
2 1 4 5 6 7 2 4 3 -5
A= , B= , C= , D= .
-3 0 -1 -2 4 3 1 6 4 2
Solutie. Deoarece A, B € .#45(R), C, D € 45 ,(R), se poate efectua numai 4 + B si
C+D. Avem:
2+5 1+6 4+7 7 7 11 2+3 4-5 5 -1
A+B= = ,C+D= = .
-3-2 0-4 -1+3 -5 -4 2 1+4 6-2 5 4

2. Determinati matricea X stiind cd 4 — B + X = C, unde:
2 1 3 1 3 -4 0 21
A = . B = N C = .
-2 3 4 -6 -2 3 3 0 2
Solutie. X=C—-(A-B)=C+(-A4) + B;
0 2 1 -2 -1 -3 1 3 -4 -1 4 -6
X = + + = .
302 2 3 4 -6 -2 3 -1 -5 9
Observatie. Determinarea matricei X pentru care 4 — B + X = C inseamna de fapt re-

zolvarea unei ecuatii matriceale.
3.Fie 4, B € . #,,,(C). Demonstrati c¢a (4 + B)' = A"+ B..

Solutie. Fie A = (ai/.)lg,-gm ,B= (b,./. )lsiSm' Atunci 4 + B = (al./. +bi].)1§,-s,n ,(A4+B) =
i 1< i 0% )1

N R A 1<j<n <j<n

= (a, +b.if)}§;/§n’;’ @' = (a, e B = (b, )E;’éﬁ’ A+ B = (a,+b; )iss si deci

1<i<m 1<i<m
A+B)=A'"+B.
n(2k-1 k2 fF
4. Determinati matricea 4 = Z( ko j
o\kP—k 2 -3k
n(n+)2n+1) n((n+1) _
6 2

_ n(n+Dh(n-1) ankz _nn+D)2n+1) anzzzn Zn:(_y{):_m Fie A =
3 ’ k=1 6 ’ k=1 , k=1 2 ‘
_ (Cll-j )159,,- Avem a, =n’, a, - n(n+1)(2n+1) 0 = n(n+1)(n—1), g

> 721
1<j<n 6 3

_ 3n(n+1)

Solutie. Avem Zn:(Zk -1 =n?, Zn:(k2 -k)= ilf - Zn:k =
k=1 k=1 k=1 k=1

n =21, 4y =

n
. Mai trebuie determinat elementul a,; = Zik =i+ 4+ +i)+if G+
k=1

0, n=4k, keN"
i,n=4k+1, keN
i-1, n=4k+2, keN
-1, n=4k+3, keN

+ i+ +i)+.. +i Avem i+’ +i° +i* =0. Rezultd a,, =
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PROBLEME PROPUSE

2 3 -1 -2 0 3 2
1. Fie matricele 4=|1 -2|,B=|5 -3|,C=|0 0 ,DZ[ | 4 5}’ E =
5 -6 0 4

1 -2 -1 3 4 2
, F= .
-3 4 2 5 6 2
a) Efectuati 1n cate doud moduri: 4 + B+ C,D + E + F.
b) EfectuatiA —-B+C,A-B-C,-D+E-F,-D—-E—-F.

c) Rezolvati ecuatiile matriceale:
DX+A+B=C, i))X-A-B=-C;, i) X+D-E=F; iv)X+D+E=-F.

o B _(2x+y 2z ¢ z—t 3t x 4 -1 -1
. Determinati x, y, z, ¢ stiind ca + = .

N

2t Pt x 2y 3z -2 8 2
3 4
, 2 57 .
3.Fied = 4 g ) B=|2 -2|.Determinati:
5 3
a) A"+ B; b) 4+ B c) (-A) +(-B); d)-A4+(-B).

~n

i
4.Fie A = (z” i z””), B=|i""|,n e N'. Determinati:

-n+3
1

a) A"+ B; b) 4+ B 9) Zn:(A’+B); d) Zn:(A+B’).

5. Fie 4, B € .#,(C). Demonstrati ca Tr(4 + B) = Tr(4) + Tf(b).

6. Rezolvati urmatoarele ecuatii matriceale:

0 -1 4
t 49 t
a) A+ A = ; by A—A'=[1 0 1].
9 12
4 -1 0

7. a) Demonstrati ca orice matrice 4 € .#,(C) se scrie sub forma 4 = B + C, unde

B, C € #,(C), B fiind matrice simetrica, iar C matrice antisimetrica.

b) Demonstrati ca B si C sunt unice.
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8. Fie n € N". Determinati matricele:
n 1 k kZ n Sk

; b) 4= ;
Z( j ) ;(831‘ € J

o\k -k 3k -k K
kJ,stiindcésererl=0,0L2—oc+1=0.

2k
€

2k + gk
2k

o2 —
9. Fie G, G, G; < #,(R) multimile matricelor simetrice, antisimetrice, respectiv dia-

gonale. Demonstrati cd adunarea matricelor definita pe fiecare multime are proprietati-
le de comutativitate, asociativitate, existenta elementului neutru si a elementului opus.

10. Fie Gy, G,, G; < #5(R) multimile matricelor simetrice, antisimetrice, respectiv

diagonale. Demonstrati ca adunarea matricelor definita pe fiecare multime are proprie-
tatile de comutativitate, asociativitate, existenta elementului neutru si a elementului
opus.

11. Studiati proprietatile date la problema 10 pentru multimile de matrice:

a 0 0 a b c¢
a) G,=14A=|b ¢ 0||Ae #4(C);; b) Gy=14=|0 d e ||Ae 4(C);.
d e f 00 f
11. Determinati matricele 4, B pentru care:
2 4 2 6 -8
A+B= A+B=
6 —4 -2 -3 -7
a) ; b) .
0 2 2 -6 8
A-B= A-B=
4 -6 0 -5 3
12. Determinati matricele 4, B, C pentru care:
520 2 4 1
A+B+C= A+B+C=
(3 1 2] [— -3 —3)
2 6 3 1 30
a)sA+B-C= ; b){4A+B-C=
51 4 2 46
1 -2 3 -1 -3 0
A-B-C= A-B-C=
1 45 -2 -4 -6

13. Fie A € . #,(Z) astfel incat suma patratelor tuturor elementelor sale este cel mult

egala cu 4.
a) Determinati numarul tuturor matricelor 4 ce Indeplinesc conditia din ipoteza.
b) Determinati suma tuturor matricelor 4 ce indeplinesc conditia din ipoteza.
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14. Determinati matricele 4, B € . #,,,(C), stindci A+ A =BsiA—A' =B

15. Fie 4 = (ay) € #,,,(Z), unde a; € Z',Vi=1lm, V j = 1,n. Determinati numarul

matricelor 4 pentru care:
a) suma patratelor elementelor sale este cel mult egala cu 10;
b) suma puterilor a patra a elementelor sale este cel mult egala cu 100.

16. Fie multimile de matrice X = {4 € ./4(C) |A=A"}, Y = {4 € 4H(C) | A=-A"}.
Demonstrati ca:

a)A,Be X=>A+B el b)A,Be Y=>A+BeY,

c) pentru orice C € #,(C) exista 4 € X, B € Yastfel incit C=4 + B.
17. Determinati numarul elementelor multimii M = {4 € /4(R) | 4 = (ay), |ai| =2, i =

=13, lag|=1,i#j,i,j € {1,2,3}}.

2.3. iInmultirea matricelor cu scalari

Definitie. Fie o matrice 4 = (a;) € . #,,, (C) si fie o € C. Produsul dintre matricea 4

si scalarul o este matricea od = (by) € « #,,(C), unde by = oy, ¥V i= l,m,Vj=Ln.
Teoremi. Inmultirea matricelor cu scalari are proprietatile:
a)1-4=4,0-4=0,,,V 4 € #,,(C);,
b)(a+P)Ad=ad+P4,Va,peC, VA4 e #,,(C)
c)o(d+B)=ad+aB,VaeC,VA4,B e M,,(C);
d) a(B4) = pad) = (o - )4, V o, p € C, V 4 € . 4,,(C).
Demonstrafie. Fie A = (ay), B = (by), 4, B € A,,,(C).
b) Fie (a + B)4 = (¢;), o4 + BA = (djj). Avem ¢;; = (o + B)a; = oay; + Baj =d;, Vi=
=1,m,Vj=1n sideci(a+ )4 =ad + BA.
c) Fie a(4 + B) = (c;), ad + aB = (d;). Avem c¢; = a(a; + by) = aa; + ab; = d;
Vi=1lm,Vj=1n,sideci (4 +B)=0a4 + aB.
Definitie. Fie matricele 4, 4>, ..., 4, € #,,,(C), p € N*. Se numeste combinatie

p
liniara a matricelor 4,, 4>, ..., A, orice matrice de forma ZG‘kAk ,undeo, € C,Vk=
k=1

=1, p. Matricele 4,, 4», ..., 4, se numesc liniar dependente daca existd scalarii a;, o,

P
..., o, € C, cel putin unul nenul, astfel incat ZakAk =0, ,. Matricele 4,, 4, ..., 4,
k=1
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