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Capitolul 1
MULTIMEA NUMERELOR REALE.
MULTIMI DE NUMERE

1.1. Multimea numerelor reale (completari)

O fractie zecimala infinita si neperiodica se numeste numar irational. Prin numar
real Intelegem orice fractie zecimala infinitd, periodicd sau neperiodica.

Exemple de numere irationale: \/; , p numdr prim, T, e.
Proprietati ale numerelor rationale:

A)x,yeQ=x+yx-yweQbrxeQyeQ = ZecQc)daciabeQ,
y

P> q sunt numere prime, atunci a\/; +b\/g =0<a=b=0.

PROBLEME REZOLVATE

1. Aratati ca pentru a, b, ¢, d € Q, p numar prim:
a) a+bp=0ca=b=0; b) a+byp=c+dp<a=csib=d
Solutie. a) Presupunem b # 0 = \/7:—%, unde \/;e R\ Q, —%e Q=bs=0=>

a)
=a=0;b) (a—c)+(b-dWp=0=a—c=0sib—d=0=a=csib=d.

PROBLEME PROPUSE

1. Stabiliti care din urméatoarele numere sunt numere rationale:

a) V169 ; b) 144 ¢)+/1,0201;

289°
d) /8 +/18+/50 =98 ; &) V1+3+5+..4+27; H2+4+6+..+2000.




2. Dati exemplu de cate doud numere rationale cuprinse intre:

a)\/gsi\ﬁ; b)\/ﬁsi\/ﬁ.
3. Demonstrati ca exista m, n € Z astfel incat:

a) (3+2\/§)2:m+n\/§; b) (3\/5—4\/5)2:m+n\/6;

4. Justificati care din afirmatiile urmatoare sunt adevarate:

Aa,beR-Q=a+thbecR-Q; b)a,beR-Q=a-bcR-Q;
a,beR-Q=abecR-Q; d)a,beR—Q:%eR—@;
)(x+y)eQ=xyecQ; DxyeQ=xyecQ.

S5.Fied={a e N|a<2l; \5n+a ¢ Q}. Demonstrati cd avem card 4 > 8.

6. Determinati multimile:

Ade{nelZ|\Nn*—n+leZ}; b)B={neZ|Nn*-5n+7¢e Z}.
7. Justificati care din afirmatiile urmatoare sunt adevarate:

a) pentru orice numere intregi a, b impare, \a’> +b* ¢ Q;

b) pentru orice numere intregi pare a si b, avem a’ +b* ¢ Q;

¢) existd a, b numere intregi impare cu Va’ +b’ €Q.

8. Determinati x, y € QQ astfel incét:

xN3+y ) N2+y
a) N5 eQ; b) 32 I+y
9. Fie a, b, ¢ € (0, o). Demonstrati ca:
a)a’ + b+ >ab+ be + ca; b) (a+ b+ )’ =3(ab + be + ca);
Q3@+ +AD>(@+b+) d) (a + b)(b + ¢)(c + a) > 8abc;
e) (b+c—a)a+c—b)a+b-c)<abc, f) a®b* + b’ + *a*> > abc(a + b + ¢);
g)a' +b*+c* > abc(a+b+c); h) (a+ b+ c)(a@ + b* + ) > Yabe.

10. Fie n e N' si multimea: 4 ={\/I,\/§,\/§,...,\/;}. Determinati n € N, stiind ca
avem card(Am(]R—Q)) =85.



11.Fiea,b,c>0iara+b+c=3.Fie A= J9a+2 +/9+3 +/9c+4 . Demonstrati
cad<—.

2
12. Demonstrati ca nu existd a, b € R si m, n, p € N astfel incat a + mb = V2 .,a+nb=

=\/§,a+pb=\/ﬁ.

13. Demonstrati cd pentru orice x, y € R, x > 0, existd n € N astfel incat nx >y ( pro-

prietatea lui Arhimede).

r+2

14. Fie r € Q' o aproximare a lui V2. Demonstrati ca numarul este 0 aproxi-

r+2—\/5£‘r—\50
r+l1

r+1

mare ,,mai buna” pentru V2 (adicé avem

15. Construiti numai cu rigla si compasul imaginile geometrice ale numerelor:

NERVERNERNVERVITRVER

16. Determinati partile intregi ale numerelor:
a)a,=~n"+n; b) b, = n’ +6n ; c)c,=~Nn'+7n.

17. Demonstrati ca intre orice doud numere reale distincte exista o infinitate de nume-
re rationale si o infinitate de numere irationale.

1.2. Radicali de ordinul 2. Radicali de ordinul 3

Teorema 1. Pentru orice numar real a > 0 existd un numar real unic x > 0 astfel in-
cat x* = g (numirul real x notat cu Ja se numeste radacina patratd a numarului a).
Teorema 2. Pentru orice numir real ¢ existd un numar real unic x astfel incat x° = a

(Numarul real x notat cu Ja se numeste radacina cubica a numarului «, sau radicalul
de ordinul 3 din a).
e Proprietitile radicalului de ordinul 2:

Fiea>0,b>0,n e N'. Avem:
a) \/aizza(pentruae]l%avem\/aj:h);b) J%:JZ.\/Z;c) \/%:%;
d) Vo' =(Ja) ;) Ja =a";a<b= Va<b.

Observatie. Dacd a <0, b <0 avem: Jab =-a -\/-b.




e Proprietitile radicalului de ordinul 3:
Fiea,beR,b#0,n € N*. Avem:

a)a <0=3fa <0; b)a>0= Ja>0; ¢) Jab =3a b ;

3 3. 3‘1_%. 3w (3,
d) V=a =-a; e) \3_%’ ﬂﬁ—(&) ’
g)Wza”; h)a<b3%<%-

e Formula radicalilor dubli (compusi, suprapusi)

a+a*-b +\/a—\/a2 -b

Fiea>0, b>0,a>>b. Avem: ai\/gz\/

2 2
e Pentru rationalizarea numitorilor se folosesc formulele:
N Va-a=a,a>0; 2) (Va—b)(Na+b)=a-b,a,b>0;
3)3/5-%/(72:61; 4) (%—%)~(3/a7+3ab+i/b7)=a—b;

5) (%/Z+%/Z)(i/?—%/%+3b2):a+b.

PROBLEME REZOLVATE

2 2
. x -4 x +1
1. Determinati x € R pentru care\/ > =\/ > .
x +1 x =4

. L X0 —4 . X +1
Solutie. Se impun conditiile al 20 si x2 0 >xe (—o0; =2) U (2; 0) = D.
x +1 x =4
A . < -4 X’ +1 2 2 2 2 2
Ridicand relatia la patrat avem —; =— S -4 =x"+) <10x" =15=

x+1 x"—4

= x=i€e§D:>S=®.

2. Aritati ca az\/2—\/§+\/5—\/13+4\/§ e N.
V169 — 48 .
2

Solutie. Folosind formula radicalilor dubli obtinem: v13+ V48 = 13+

+ 13_\/1269_48 =\/13J2rll +\/13;11 =J12+1=243 +1;

a=\/2—\/§+\/5—2\/§—1 . Analog V4-243 =3-1.
Decia=N2-3+V3-1=+1 =l e N,




PROBLEME PROPUSE

1. Demonstrati ca pentru orice a, b € (0, ©), a < b, avem:

2 2
a< 2 absa+b31/“ by
a+b 2 2

2. Determinati x € R pentru care sunt definite expresiile:

a) 2-|x[; b) \J4-[2x-2[; ) Vx+2+2-x;

)IF-1-V-1; o Y@ -Dx+2) N & -DE-x)-2).
3. Determinati x e R stiind ca:

a) Vi —2x+l=x—-1;  b)Vaxr’—dx+1=1-2x; c)—x*=x;

a) Y- =x-1; o -1 =1-x; D Jxr-27 =(Vx-2)".

4. Efectuati:

aﬁ;g*ﬁfﬁ b) V7 +4V3 +7-43 ;

¢) \/26+6\/13—4\/8+2\/6—2\/§ ;
d) \/2+\B-\/2+\/2+\B-\/2+\/2+\/2+\B -\/2—\/2+\/2+\/§ .

5. Determinati a, b, ¢ € Q stiind ca:

a) L+L:a+b\/§+c\/§; b) \/6+2\/§+2\/§+2\/g=a+b\/§+6\/§;
V241 B+2

&) V11+6v2 +43 126 =a2 + b3+ ¢33

6. Rationalizati:

a);' b) 3-22 5 Vis
2J6+3v2° 342427 53345

& —p—r 9> . gL
1432443 V243445 NN

g 1 + ! ; h);; i) — 1 :
1142430 11-2430 1432 +3/4 Ja-3h

. 1 ) 2 . 6

Ve VL TPyl

7



7. Comparati numerele a si b 1n cazurile:

a)a=11+13 ;=10 +14; b)a=17-13,b=15-11.

8. Demonstrati ca:

2) 8+ V8 120 4440 =142 +/5; b) ﬁi;ﬁﬁ +J§:£J§ >1,41(4).

9. Fie x € [-4; 0], v € R astfel incat x — 4 y + 4 = 0. Determinati:

a=\x*+9)" +8x+16+/x* +937 18y +9 .

10. Calculati numerele:
298,=3 1 :
T2k +142V0K +k

b) \/\/I+\/l+3+5 +\/l+3+5+7+9+\/\/l+3+5+...+2013 .

2
1 2+L2=n:rn+1,VneN*;
(n+1)° n n +n

b) Calculati Z /1+ Ly t e 11)

12. Demonstrati cd daci Ja++b e Q sau x/g—\/Ze(@, atunci Va € Q, Jb e Q,
undea,b € Q.

11.a) Demonstrati ca |1+

2n++n* -1
Jn+l+n-1

13. Demonstrati ci E(n) € R — Q pentru orice n € N', unde E(n) =

14. Stabiliti daca existd a € Z pentru care E(m) € Z, unde:

Az T

15. Demonstrati ca existd o infinitate de numere irationale x, y cu proprietatea ca
x+y=xyeN.

16. Determinati urméitoarele numere:

)39+ 45 +39—-45 ; b)Y7+5v2 -2 -7;
o) Jo3+12 -oB-11V2




17. Fie a, b, ¢ > 0. Demonstrati ca

18. Calculati sumele:
d 1
a S = b Sn: 5
) ZJE+ K+l ) Sk +1+ (k+ DWVk

9 5 ;%/P+,3/k(k+1 +W'
19. Demonstrati ca (\/§+\/§)n+(\/§+1)n+(\/§—\/§)n+(\/§—l)n24,Vn e N’

20. Demonstrati cd x > «/x —1+4/x(x —1) pentru orice x > 1.

21. Fie x, y, a € [-1, =) astfel incat Jl+x +\/l+y =2J1+a. Demonstrati ca:
x+y22a.

1.3. Radicali de ordinul n

Definitia 1. Fic > 0, n € N" numir par. Se numeste radical de ordinul » din a nu-
marul real x > 0 unic cu proprietatea x" = a. Notam x = Ya si avem (4/; ) =aqa.
Definitia 2. Fie a € R sin € N, n > 3 numar impar. Se numeste radical de ordinul n

n
din @ numarul real x unic cu proprietatea x" = a. Notam x = Ya si avem (4/; ) =a.

Proprietitile radicalilor
De ordin par n > 2 De ordin impar n >3

Dx"=y'©x=y,Vx>0,y20. Dx'=)"ox=y,VxeR VyeR

%-%;azo,bzo
2)%fab = D ab=%a-4b,a,beR
flal -4fibl; a-b>0

ta

a>0,b>0
a b a 4a
3)71;_ na| 3)”;2\/Z CIER bER
|b ;a-b>0,b#0

4) ((/Z)sz/aT;aZO,meN* 4) (4/;)”1:4/07,6161&7%61\1*




a,a>0,meN"
5) Na" { 5)Wa" =Xla,aeR, meN"
tlal, a<0, m— par

6) %a ="la,a>0,meN,m>2 | 6)%a="0a,aeR, m—impar=>3

Na"b,a>0,b>0
7) at/b = 7) a(/gzx”/a"b,aeR,beR
—a"b,a<0,6>0
a\/_a>0b>0
8) Va"b &) Na'b=a¥lb,aecR,beR
—aXlb,a<0,b>0

9)a>0,b>0:»[4/5<%@a<b} 9)a,beR:>(4/Z<</Z©a<b).

PROBLEME REZOLVATE

1. Ordonati crescator numerele 4/7 \/_ 3/_

Solu,tie.(‘/_ J3° W f—21\/ W I—S\/F 2\0/?

Cum %243 < %256 < Y1024 = 43 < Y4 <2

2. Efectuati V232 -N4¥/2°.8 .

Soluie. N232 -Nad[25 .8 =920 Na. 328 =20 . Wa.20 =00 2202 =00 =2,

PROBLEME PROPUSE

1. Calculati:

2 o : w2 odosr: @,

27’
e) 4 (—1)” ; ) 3/0,00001 ; g) 3/-0,000027 ; h) ¥ (—0,0025)2 :
2. Determinati valorile lui x pentru care au loc egalitatile:

a) x* =x; b) x* =—x; o) Ix* =x; d) I =—x

4 2
e) 4(x 1) _x1, B gy ) Y5127 =247,




3. Determinati valorile reale ale lui x pentru care sunt definite expresiile:

a) —x" +3x-2; b) V4x* —5x+1; ¢) Vx’ =3x* +3x-1;
2_
d) 3 x -1 e) § 3x+3 ) Vx> —x —VUx-x*.

2(x+1)’ -1’

4. Determinati m € R astfel incat sa existe functiile /: R — R:

a)f(x)= Q/(m—l)x2—2mx+m—l; b)f(x)= ‘\‘/(m+l)x2+2x+m—l;

2

0)f(x) = \/m i ; d)f(x)=§/m2 T

x —(m—-Dx+2m—-1 x? —(m+Dx+m’

5. Introduceti factorii sub radical:

a) 232; b) ——\/_ c) —— 81 ; d) —ai/?; e) ag/aj.

3 256

6. Scoateti factorii de sub radical:

a) J(-2)°; b) {/(-5)" o {(=2)(=3): 3243,
e) Vda’x*; 0 4fa®y’ ; o) Yapc .

7. Ordoneaza crescator numerele:

a) N2, 33,44, b) /3, 5, 7.

8. Calculati sumele:

— N 1
a) S, —kz;i/k—z_'_g/m+g/(k+1)z
,, I
F ok

¢) Determinati: 4= {n € N' | S, € N}; B= S'eN}

b) S’ =

9. Demonstrati ci pentru orice @ > 0, 5> 0, n € N, n> 3 avem:
a) (%—%)(W+M+W+W+W)=
b) (3 a+x/_)(\/a7—m+§/ﬁ—3/$+3/b7)=a+b;
( a-— ”b)(m+m+...+4/abﬁ+f/lf’_‘l):
(2 a+"b)(m—m+...—W+W)=a+b,nimpar.

c)
)

(=R

11



10. Demonstrati ca pentru orice n € N, n > 2, pentru orice a,, a,, a, > 0. Avem:

n a+a,+..+a
S«”/aa...a S#.
1 1 1 1772 n

— "
a a, a

n

11. Demonstrati ci x, = Va +3/a* este o solutie a ecuatiei: x’ — 3 ax —a* — a = 0.

12. Determinati o ecuatie de gradul al treilea cu coeficienti intregi care are una din
solutii x, = /a’ —i/;, ae R.

13. In conditiile indicate alaturat, sa se aduca la forma cea mai simpla expresiile:

a) [a\/gif/\li \/a_j \/_2\/7\/7 a>0,b>0,a#b;

a+b [a+b b ]-a>o,b>o,a¢b;

Na+b '\ Nab  a—+Jab Jz#b
c) (a\/:+x/%+\/4ab2 J ( ab +c ——\4/4abch abce( )

[ (28 2] s

e) [mﬂf] [ZJFX\F IJ Lxl >0,x¢%!

b)

2x—\/; 2x+\/7

Xx+4x" =7 x—x —y2 2x X+y
\/x — x+\/x — \/x y

14. Pentru x > 0, determinati /(x) = g/1+x\/§+3(x+&) —g/x\/}—l—3(x—\/§) .

,x>y>0.

15. Aduceti la forma cea mai simpla expresiile:

NEC N el

o | i [ -2

y>0,x#y;

12



=

\/x+2 \/x 2 \/x+2 (/x—fz
x+1 x—1 x+1 x—1 ,x>2,neN*,nZ2.
\/x+l \/ -1 |x+1 _(/ -1
x+2 -2 x+2 x—2
16. Calculati f'(xo) in cazurile:

1+2x 1-2x
a) f(x)= + , Xp =
)/ ) 1+1+2x 1-V1—2x " 4

2b\1+x° 1 Ja |b )
b)f(x)_m_x,xo_E[J:—J;J,a'b > 0;

0 1+ bx 1 ax o—— /Z_a_l 243> b;
1—ax 1+ax
VI+x2 +41=x7 2ab
d)f(x)= =

V142 —1-x° S P

. . . < < . 2 *
17. Determinati prima zecimald a numaruluia = +n" +n, n € N,

&

b

a-b>0.

18. Demonstrati ca:

a)4/§+{‘/§<(‘/€+(‘/7; b)¥/§+4/7>4/1+4/§,n22.

19. Fie n € N". Comparati numerele:
(V2 1)) (N +3) (VBB ) (V2 + V2T ) (0T )
y= (ﬁ—l)(ﬁ+ﬁ)(ﬁ—ﬁ)(ﬁ+ﬁ)(@—M)(mw%)

1+3\/§+5\/_ b:3\/§+5\/§+7\/7
143445 7 B+5+47

20. Demonstrati ca a, b ¢ Z, unde: a

21. Determinati /' (a) = a* + \a* +a+1,unde a =

23. Calculati ecuatiile:

a) 3x—1'873x'(_x)x =5x Zx . 2X+2 3\/— 2\/_3 C) 2x+1’11 4x 3x 31\1/7x—+'
24.Fiem,n,pe N sia=1+2m—n*,b=1+2n-p* c¢=1+2p—m’. Determinati:
A= 4m+4/n +{/; .

13



25.Fiene N, a,,=\/2+ 2442 by =6+6+...+6 ,c,=6+3/6+..+36 .

Determinati [a,], [b.], [¢.], [bn + ¢ul-

26.Fien e N, a,= \/ I1+y2+43+...+ Jn . Studiati monotonia si marginirea sirului ().
27.Fiene N, a,= 2+ \/E +...++/2 , n radicali. Demonstrati ca:

1 2-
4, <—<¢,Vn22
6+a,, 4 2-a,

1.4. Puteri cu exponent rational

Definitie: Fie numarul real a > 0 si fie m, n € N, n > 2. Prin definitie avem:

Observatie: Este absolut necesar ca a >

0
3
ar mai avea sens (exemplu(—4)8 =3/(-4)’ ]

Definitie: Fic « > 0, m, n € N, n > 2. Prin definitie a " =

1N
=\§|'_d

Teorema: (Proprietatile puterilor cu exponent rational). Fie a, b € R’ si fie r, s € Q.

Avem:
. S " g -\ .
lL.d-d=d"; 2.4 :d=d""; 3. (a’) =a";
L1
4.4"=1; 5.(a-b) =d - b 6.a =—.
ar
7.Dacia>1avemad <d' o r<s; 8.Dacaa € (0,1)avemd <da' < r>s.

PROBLEME REZOLVATE

102

1. Fie a e (1, o), n € N'. Aflati n pentru care x <'*¥a , unde:

o= Va -Ya Ya- %)

( ol 7)4 -1 ( R +7)4 -1 1
Solutie. x=\a?-a*-a®-...-a? S x=\a 2 Sx=a ? &



l] 2" 1 1 1
(1} 1 1
S x=a Yo x=a? = a2t <q0 ;cuma> 1=

2" +1 1025
=2"+1>1025=2">1024 = 2">2"" = > 10.

PROBLEME PROPUSE

Efectuati:
1876 . 316
275

o1 1 1 1 3 3
5. [ag —b8j. [ag +b8J«(a4 +b4]-[a2 +b2j,a>0,b>0. 6. 256 +-64 2-(0,25)"

3 2
7. (0,0016)2 : (0,008)
8. Comparati numerele:

s 6 1
a) 45si 4 ; b) @] S04 o (0,04 si [225) :

d) (2\/5)78 . [ﬁj - o) %(%) si 01257 .

9. Precizati in ce conditii au sens expresiile urmatoare si sa se aduca la forma cea mai
simpla:

1 1 1 1
a) x\x +3xy +3px + v ; b) a(éj2+b(%j2 . a(éjz—b(%y ;
a

a

1 ! 1

c) a-(zj +b- [caj2+c_(a_b)2 -AJabc ;
a b c
2 1

d) £a+b+a3b3+a3b3)(x/_ x/_)(a a+b\/_)

33
a-b a’+b* a-b _\3/;+%/b_3.
, 1 ’

2
2.1,9°%5,7°% 672 3.8%+16

3
4

L 4. 0,04y - (0,125)’3

e) f)

% — o3 a-b a%® 4 po>® 1 1

a’+b?
1
1 -2

l-a?2 a”+a® x"+y” .
g) T 1 5 h) 1+ﬁ ,ne N*.

1+a? “ Y

2 2 2

10. Fie a>0, b > 0. Demonstrati ca: a’ +b°> (a+b)3.

15



11. Determinati in ce conditii sunt definite expresiile urmatoare si aduceti-le la forma
cea mai simpla:

4
3 _ 3
a) Ex 8)’\/; 2:{1_2#%}_3&2;

x? +23xy +4y3

b (1- x) (1+x)4 (- x) .(l_x);.(l+xj4;
2(1+x)4 2

0 \/7 \/7 - (xy)“: v 14—
o B B P

7 ]
-y

Ty r—ofy) +4x;
2xy +y \/_ \/_ ( y)

(42
£ _l
1

d)

+

= {5
o

=
j +
=
<

e)

f);x” x+1+\/7\/7\/_ 4 °

(7 7)o WJ_H N
\/ﬁ 5

h){ —xQ+x )l } (1+x2)1'{(1+x2);—x2(l+x2)_;};
1) 1+\/_ 1+\/7)(1+\/7) ( x/;),neN*.

12. Aflati f(x,) in urmatoarele cazuri:

4 3 2
+2x" +x"+3x+5
()= Ty +1=0;

1

1 1
3+(x+a)3(x—a)3} 2; X, =a- ng O<n<m,a>0.
m —n

b)f(x)= {(era); (x—a)

16



13. Determinati f'(xo, o) In cazurile urmatoare:

0,5 _yO,S . 1 i

x-y X 5 =L _
x0,5+y0,5’ (U 16’y0 81

2/ ()= 4
x4 +x2yt
:x/x—2+1/y+1 N :3a2—2a+9 _ —4a
«/x—2—«/y+l, ’ a’+4 o a’+4’

b

aeR.

b) f(x, )

1.5. Puteri cu exponent real

Definitia 1. Fie numerele reale x si a i fie o > 0. Spunem cé a-1 aproxima pe x prin
lipsa cu eroarea o dacd a < x < a + o.. Spunem ca a aproximeaza pe x cu eroarea o da-
cadlx—al<oa.

Definitia 2. Pentru numarul real pozitiv x = x,x1x;...X,... aproximadrile zecimale cu
eroare mai mica decat 10™, n € N, sunt:

a) prin lipsa: x| = xo,x1X2. Xy,

b) prin adaos: x!" = xp,x1x2 x, + 10"

Observatii: 1. Pentru oricen € Navem x/, € Q, x € Q,x, <x<ux.

2. Daca x > 0, atunci —x < 0 si aproximarile lui — x sunt: —x" prin lipsa si —x prin
adaos. Avem —x'<—x<—x .

Definitia 3. Fie a > 0, a # 1 si fie x > 0. Puterea x a numarului real ¢ este numarul y
notat a* cu proprietatile:

a) a" <d*<a",VneN,dacia>l;

1

—x °

a

b) a" <a*< a”,VneN,dacia e (0,1). Dacia>0,a#1,x<0,luima* =

Observatii: 1. 1" =1, Vx e R;2.0° =0, V x> 0.
Teorema (proprietatile puterilor cu exponent real):
Pentru orice a > 0, orice » > 0, orice x, y € R, avem:

aya' -a'=a"" b)a':a'=a" 9) (ax)y =a”,;
a) a

d .bx: x-bx —_ :—, x>0,

)(a-b)'=a e)[bj x fa

g) dacd a > 1 avem " > 1 pentru orice x > 0;

h) dacd a € (0, 1) avem a" < 1 pentru orice x > 0:
i)dacda>1avem (a" >’ < x>y);

j)dacaa € (0, 1) avem (a* > &’ < x <y);
Kya'=d <x=y.
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PROBLEME PROPUSE

1. Determinati pentru a = V2 ,b=+/5 aproximarile zecimale prin lipsa si prin adaos

cu 107 ale numerelor a + b si ab, _aT+b ;n<3.

1 -8 1 32 -2 N =8
2. Calculati: a) [Zj 4 b) [(—] ; 9) {(\/E ) } _

3. Comparati cu 1 urmatoarele numere:

) (ﬁj b) (3@)’“; o) (2-%)5; a) 4-343 ;o)

4. Comparati numerele:

2) (32) cu (243): b) (5-26) cu ‘Jﬁ—zsr; ¢) [%} cu (%}

0,5

1

2\2-3

5. Comparati numerele x si y stiind ca:

a) 2,4" < 2,(4); b) Gj <0335 o (22+1) S(Z\/; —J;

d) (3-2v2) >(3+2v2) &) V2 5[ >(ﬁjy.

6. Folosind un calculator, determinati cu doud zecimale exacte urmatoarele numere:
N5 ; ol
03 B 2% )27 5 93",
7. Determinati valorile lui x € R pentru care au loc expresiile:

D7 = (-5 b= (x-1)" g

D of ()= (x*-3x+2
8. Fie numerele a, b, ¢ > 0 in progresie geometrica. Fie x € Q. Demonstrati ca nume-
rele a*, b", ¢ sunt in progresie geometrica.

1 1
9. a)Fiex>0,a= (x + 1)5 , b =x2+1. Determinati o relatie numai intre a si b.
2

b) Analog pentru a = (x/;+1) b= (\/;—1)2 .

18



10. Determinati x € R pentru care avem:

o R (B T

d) x\/Z\/x«/; =i/4%/x3/; ;e a>=b,a>0,b>0; f) x> >

1.6. Logaritmi

Definitie: Fie a > 0, a # 1. Se numeste logaritmul numarului x > 0 1n baza a expo-
nentul y € R la care se ridica baza a pentru a obtine numarul x.

Notam y = log,x, unde &’ = x.
Observatii:
L a"" =x;

2. Notatii: logaritmul Iui x in baza 10 se noteaza Ig x; logaritmul natural (in baza e)
se noteaza In x;

3.log,a=1;
4.log.a" = x;
5. log,1 =0.

Teorema. Logaritmii au proprietatile (pentru a > 0, a # 1):
1. log.a"=m,V m e R,

2. log, x™ =mlog, x x> 0,meR;
1

3. loga% =log ,x=—log,x,Vx>0,neN,n22;
n

4. log,(xy) = logalx| + log,y|, Vx, v € R", xy > 0;

,Vx,yeR", xy>0;

5.1og, = = log, || - log, |
y

6. log, b=log, c-log.b,b>0,c>0,c#1;

7. "% =", b>0,b#1,¢c>0;

8. log.b = ,b>0;b#1;
og,a
9. loglézlogab,b>0;
1
10. logazzlog1 b=-log, b;b>0;

B

1. log , ¥ ="log,x,x>0,0eR",BeR.
o
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PROBLEME REZOLVATE

. - (,12 10&1% bz 10&12 62 10&1%
1.Fiea, b, ¢, d € (0, 0) — {1}. Calculati £ = e || — . .

C ac ab

2 2 2 10%4(3)
cj b

ol .o
Solutie. Calculdm log, E =log, (—j +log, (—j +log, (—
bc ac ab

2 2 2
= log, (é) (a_j +log, (Ej (b—jJr log, (g)(c_) = (logsb —log,c)(2log,a — log, b —
c/\bc a/\ac b/\ab

—log,c) + (log;c — logsa)(2log, b — log,a — log, c) + (log,a — log, b)(2log,c — log,a —
— log; b. Dupa desfiintarea parantezelor si reducerea termenilor asemenea se obtine
log,E=0=E=1.

a+b

2.Fie a, b € R". Demonstrati ci a* + b* = 7ab = In = %(ln|a| +Inlbl).

Solutie. a, b € R astfel incat ab > 0. Din o + b* = Tab = (a + b)* — 2ab = Tab =
= (a + b)* = 9ab = In(a + b)* = In(9ab) = 2Inja + b| = In 9 + In|a| + In|p| =

— 2Inja + b|— 2In 3 = Inja| + Injp| = In|%"2 =%(ln|a|+ln|b|).

PROBLEME PROPUSE

1. Scrieti sub forma logaritmica urmatoarele egalitati:

1 ]
24 =16; b)47?=—; 3*=15; d) (242) ==.
a) )47 ) ) (22) =

2. Scrieti sub forma exponentiald urmatoarele egalitati:
a) logy,8 = 3; b) log, 4=-2; ¢)1g 0,001 =-3; d)logex =12.

2

3. Determinati valorile reale ale lui x pentru care sunt definiti urmatorii logaritmi:

a) logo(x? — 2x); b) logy(—2x" + 4); c) logs(x* — 5x* + 4);
d) loge(—x" + 8x — 16); ) logy(logsx); f) log, [logl xj ;
2
g) log (4 -x ) ; h) log,(logx); i) log,(log; x);
j) log, 2(x — 1); k) logy (x* - 2); 1) log,+1(4 — x).
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4. Determinati x 1n cazurile:

a) log ; x=4; b) logy 216 = 3; c)logxé=4; d) IOgX\@:%;
1 L_3. 1 _3. 1 =X; h) 1 125=-2
e) ngg =5 f) log, 5 x = 5 2) logo,045 = x; ) log,0,125 = -2.
5. Calculati:
a) 210g24; b) 310g36; C) 2510g53; d) 3610g62;
e) 810087, f)loga(logs16);  g) 322, hy 4¥ess _ gflosd

6. Sa se logaritmeze expresiile urmatoare pentru a > 0, b > 0:

4
2) dab’ b) Ja ). 0 aVba d) [ . 0 Vavaila
5v2ab b )’ NEN ’ , Jadlada |
7. Calculati b 1n functie de a in cazurile:
a)a= log,,2; b=log,,5; b)a = log,3; b= log,8;
c)a=log,3; b=log,27; d)a=log,3; b= log,36.

8. Cunoscand a si b, calculati ¢ in cazurile:
a)a=log,, 4, b=1logy,6,c=1log,, 2;
b)a=log,2,b=1log,5;c=log,40.

9. Demonstrati ca urmdtoarele numere sunt irationale:

a) log,3; b) log, 6; c) log,15; d) 1g5.
10. Calculati:
4 log;12  log,4 b) log,135 log,5
logy3  log;g3 ’ log;s3  logy3

log,x log, x
log,y log,y

11.Fie a, b, x,y € (0, 1) U (1, «0). Demonstrati ca

12. Calculati:

89 89
2) Y In(tgk®) b) > lg(ctgh) ¢) 108,24 log, 192
k=1 k=1

logs, 2  log,2

13. Demonstrati ca existd a, b € R — Q astfel incat a’ e Q.

14. Se considera sirul (x,), definit prin relatia In(5"x,) = 3n. Calculati:
a) xo, X1, X2;
b)xo+xitxo+..tx,ne N n>2.
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