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Capitolul 1.
Elemente de algebra liniara

1.1. Spatii vectoriale

Spatiile vectoriale au fost definite in forma actuald de G.Peano' (1888), desi
K.Gauss (1799) folosise implicit notiunea de plan vectorial. Fondatorul
teoriei spatiilor vectoriale ramane insa H.Grassmann® (1844).
Definitia 1. Fie (K, +, -) camp si V o multime nevida. V se numeste spatiu
vectorial peste K daca existd o lege de compozitie interna
®: VxV— V si o lege de compozitie externa ®*: KxV—> V astfel incat:
- V este grup abelian in raport cu legea de compozitie internd @ (cu
elementul neutru 0 si —x elementul opus lui xeV);
- legea de compozitie externa satisface cerintele:

1. (o+B)®x =(a®x)D(PRx), Vo,peK VxeV;

2. a®xPy)=(a®x)D(a®y),VaekK, Vx,yeV;

3. (a-B)®x=0®(P®x), Va,feK VxeV;

4. 1®0x£0,VxeV, x#0.
Notam V/K, adicd V este spatiu vectorial peste campul K sau V este
K — spatiu vectorial.

Observatii 1. Elementele lui V se vor numi vectori si vor fi notate cu litere
latine mici, iar elementele lui K se vor numi scalari si vor fi notate cu litere
grecesti.

2. Un spatiu vectorial peste R se numeste spatiu vectorial real; un spatiu
vectorial peste C se numeste spatiu vectorial complex.

Propozitie (reguli de calcul). Fie V/K. Atunci:
a) o(x-y)=ox-ay,VaekK, Vx,yeV;
b) (a-B)x =ax-Px, Vao,peK VxeV;

! Peano Giuseppe (1858-1932), matematician, logician si lingvist italian, intemeietorul
aritmeticii axiomatice,etc.

% Gauss Karl Friedrich (1777-1855), matematician si astronom german, a conceput metoda
celor mai mici patrate, a demonstrat teoreme fundamentala a algebrei, a Intemeiat calculul
cu numerele complexe,etc.

3 Grassmann Hermann Gunther (1809-1877), matematician si filolog german, a exprimat si
dezvoltat notiunea de spatiu cu n dimensiuni, etc.

* Folosim doar in definitie notatii distincte pentru legile din V si K pentru a nu genera
confuzii



c) 0x=0, VxeV;

d) a0=0, VaekK;

e) Ix=x, VxeV;

f) (-1)x=-x, VxeV;

g) oax=0=oa=0 sau x=0, Va.eK, VxeV.
Demonstratie.
a) fie aeK si x,ye V. Atunci oax=a(x-y+y)=o(x-y)+ay si adunand -ay (care
existd deoarece axeV iar (V,+) este grup) in ambii membri rezultd ax-oy
=o(X-y).
¢) 0x=(a-a)x=ox-0x=0, VxeV
d) avem a0=o(x-x)= ax-ax=0, VaeK
e) din axioma 4 din definitie rezultd cd 1x=0 implica x=0. Fie deci 1(x-
1x)=1x-(1-1)x=1x-1x=0 deci x-1x=0 adicad 1x=x, VxeV
g) fie VaeK si xeV astfel incat ax=0. Dacd a=0 demonstratia este
incheiata. Fie deci 0#£0. 3a™' e K = a '(ax)=a ™ -0=0 iar pe de alt

partecr (ax) =(a'-a)x=1-x=x deci x=0.

Exemple.
1. %"/meste spatiu vectorial numit spatiul vectorial numeric real, unde

R =RxRx..xR= {(Xla---Xn)T /%, €R,i= l,n}, legea de compozitie interni

nori

fiind adunarea vectorilor, iar legea de compozitie externa fiind inmultirea cu
scalar a acestora.
Generalizare.

K" /K este spatiu vectorial, unde
K'=KxKx..xK= {(x],...x” ) /x eK,i= L_n}

2. M, (K)/ K este spatiu vectorial al matricelor avand m linii si n coloane cu

coeficienti din K, unde K=% sau K = C, legea de compozitie internd fiind
adunarea matricelor, iar legea de compozitie externd fiind inmultirea cu
scalar a acestora.

Aplicatii
este spatiu vectorial real fatd de adunarea vectorilor si Inmultirea cu scalari.
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Solutie: V=R", K=R

@: R"xR" > R"
(%,y)>x®y
xl yl
Fiexe R",ye R" < x= , V= : cuxi,yieiR,ViZL_n
X, Y
X+
x@y= : e R’
X, +Y,

®: R xR >R

(0, x)—>0o®x
ax,
Pentru a.eR si xe R" definim o ®@x= Do leR
ax

n

Verificam axiomele din definitia spatiului vectorial.

i) (N",®) grup abelian

a) Vxye R =>x@ye R"
x9N

Vectorul x®y= : eRn” pentru ca are n componente reale (adunand
X, TV,

doud numere reale obtinem un numar real)

X+ Y +x
b) xDy=y®x, vx,yeR " = : = : =
xn + yi’l yn + xn

X,+y,=y,+x, ,V i=L,n (adunarea numerelor reale este comutativa)

11



c) (x®y)dz=xD(y®dz), Vx,y,z € R "

X+ Z (5 + 1) +z
x®y)@z=| 1 |@ ' |=
xn+yn Zn ('xn+yn)+Zn
X, Ytz X+ +z)
x®(yDPz)= D@ E = .
X, y, +z, x,+(y,+z,)

Cei doi vectori sunt egali pentru cd au componentele respectiv egale
(adunarea numerelor reale este asociativa).

d) 3T eeR"astfel incat V xeR" = e®x=xDPe = x

e +x X,
Dine®x=x=>| @ |=| ! |oe;+x,=x,Vi= Ln
e, +x, ) | x,
0
<:>ei=O,‘v’i=1,_n.Deci e=| |eR”
0

e) VxeR " IxeR” astfel incat x®x’=x’®x=e¢

X, +x, 0
Din x®x’=¢ = : =| : <:>xi+x’i=0Vi=1,_n
x, +x' 0
— X,
o x, =X ,,Vi= I,_n Deci x’=| eR”
~x,
i) ® satisface urmatoarele cerinte:

a)  (0+HB)®x=(a®x)D(P®x),V ap eR si VxeR "

12



(a+ pP)x

(o +B)®x=
(a+ P)x,
ax, ,Bxl ax, + ﬂxl
@@)®Pex)=| | |®| 1 |= '
ax}’l ﬂxn axn + ﬁ'xn

Cei doi vectori sunt egali deoarece (a+B)x,=ax,+fx,,V i= 1,7 (inmultirea
numerelor reale este distributiva fata de adunare la stanga si la dreapta).

b)  a®xDy)=(0®x)B(a®y) VaeR si Vx,y eR "

X t0 a(x; +y,)
a®x®By)y=a® | |- '
X, +y, a(x, +y,)

ax, ay, ox, + ay,

(0®x)D(a®y)= : ® =
ax ay, ox, +ay,

Dar a(x, +y,)=ox,tay, , Vi= 1,n

¢)  (ap)@x=a®(P®x),V B eRsiVxe R

(af)x,
(@p)®x=|
(af)x,
,Bxl a(ﬂxl)
W®P®x)=a® | : |=|
px, | \a(px,)

13



Dar (ap)x,=a(Bx,), Vi= Ln
(iTnmultirea numerelor reale este asociativa)
Ix, X,

d) 1®X=x,‘v’xeiRn 1®x = : -
1x X

n n

Cum Ix,=x,, Vi= Ln
(elementul neutru la inmultirea numerelor reale este 1).

2. Sa se arate ca R este un spatiu vectorial peste Q, dar Q nu este un spatiu
vectorial peste R, operatiile fiind cele cunoscute.

Solutie: Prima afirmatie este evidentd pentru ca (R,+) este grup abelian;
pentru setul (ii): (1) si (2) sunt consecinte ale distributivitatii inmultirii fata

IROPER]

iar (4) este echivalenta cu faptul ca 1 este elementul neutru pentru inmultire.
Q nu este spatiu vectorial real intrucat inmultirea nu este lege externa.
Intr-adevir, trebuie sa avem: (V)a €Q,(V)x e R = ax €Q, dar pentru

azlsix:ﬁ,ax:\/agQ.
3. Sa se arate ca:
a) Q este Q — spatiu vectorial;
b) C este Q — spatiu vectorial;
¢) C este R — spatiu vectorial.

4. Fie C’/C si Ve C?, unde:

a) V=9x=|X, |/x, €N

b) V=9x=|x, |/x,=0

c) V=<x=|X, |/X,+%x,=0

14



Xy
d) V=<x=|x, |/x, +x, =1}.
X3

In care dintre aceste cazuri este V un spatiu vectorial?

5. Fie V/K si W/K doua spatii vectoriale.

Aratati ca V x W = {(x, y)| x € V, y € W} este un spatiu vectorial peste K
in raport cu operatiile:

(x1, y1) + (X2, y2) = (X1 + X2, y1 7 ¥2)

a(x,y) =(ax, ay), Vx;,x2€V,y1, y2eéW, Vae K.

6. Consideram spatiul vectorial complex al polinoamelor P/C si
VcP, unde V este multimea acelor polinoame x pentru care:

a) X are gradul 3;

b) 2X(0)=X(1);

c) X(t)=0,vte [0,1], de asemenea X(t)=X(1-t), V't .

In aceste conditii este V un spatiu vectorial?

7. Aratati ca multimea matricelor de ordin mxn formeaza in raport cu
adunarea matricelor i inmultirea lor cu scalar un spatiu vectorial (K=*R).

8. Pe exemplul unui agent economic organizati spatiul intrarilor in
sistem ca spatiu vectorial.

1.2. Dependenta si independenta liniara.
Sistem de generatori. Baza.

Fie V/K.

Definitia 2. Vectorul xeV se numeste combinatie liniara (cu coeficienti
din K) a vectorilor multimii S ={vi,...,va}cV, daca existd scalarii
ag,...oneK astfel Incat: X=0LVit... o vy ().

Daca scalarii ay,...a, €K, Indeplinesc conditiile:

o, 20Vi=L..n i Zai =1,
i=1
atunci relatia (*) defineste o combinatie liniara convexa.

Definitia 3. Vectorii vi,...,vpeV constituie un sistem de generatori
(multime de generatori) al spatiului vectorial V daca orice vector din V este

15



o combinatie liniard a elementelor multimii S={vi,...,v,}, adicd: VxeV
@a,...,aneK astfel incat x=o;v+...+0o, Vi,

Exemple

1. Consideram 1n K'/K multimea vectorilor {ey,...,e,}, unde

ei= (1,0,0.,...,0,0), e,=(0,1,0.,...,0,0),...,,=(0,0,0,...,0,1).

Aceasta multime formeaza un sistem de generatori al spatiului K'/K.
Intr-adevir, fie x=(a1,...,0n) Un vector oarecare din K'/K.

Avem evident egalitatea: x=(a.i,...,0,)=0a1€1F. .. T0Ley

2. Fie M_, (K)/ K spatiul vectorial al matricelor avand m linii si n coloane

cu coeficienti din K si matricele {eij }i:@ unde ¢, este matricea care are 1 in
Jj=ln

pozitia (i) si O in rest. Multimea matricelor {eij }i:@ este un sistem de
j=ln

generatori al acestui spatiu vectorial.

Intr-adevar, daca A= {aij }i:@ este o matrice atunci avem egalitatea
Jj=ln

m,n

A= Zaijeij .

i,j=1

Definitia 4. Vectorii vy,...,v4€V se numesc liniar independengi5 daca orice
combinatie liniard a acestora se anuleazd numai daca toti scalarii sunt nuli,
adicd din relatia: o vi+... 4o, V=0 = a=...=0,=0.

Exemple.

1. In K'/K multimea vectorilor {ey,...,en}, unde e;= (1,0,0,...,0,0), e;=
(0,1,0....,0,0),...,e,=(0,0,0....,0,1), formeaza un sistem liniar independent.
Intr-adevir, fie relatia oje1+...+one,=0 cu ¢, €K, i=1,..n. Avem
a1(1,0.,...,0,0)+ax(0,1,...,0,0)+...+04(0,0....,0,1)=
(010,...,0,0)+(0,02,...,0,0)+...(0 0,...,0, on)=

(o, 02, 0y )=(0,0,...0,0). Deci a=...=0,=0.

2. In Mm(K)/ K matricele {e”.}zz formeaza un sistem liniar independent.

i=l,m
Jj=ln

> notiunea de independenta liniara a vectorilor a fost introdusa de H.Grassmann (1878)
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Definitia 5. Vectorii vy,...,vae V se numesc liniar dependenti dacd nu sunt
liniar independenti (adica exista «, €K, nu toti nuli, astfel incat

iaixi =0).
i=1

Definitia 6. Sistemul de vectori B={vi,...,vo}cV formeazd o baza a
spatiului vectorial V daca B constituie un sistem de generatori al lui V si
daca formeaza un sistem liniar independent in V.

Exemple.
1.In K'/K multimea vectorilor {ey,...,e,} formeaza o baza.

2. In Mm(K)/ K matricele {e”. }i:@ constituie o baza.

Jj=ln

Definitia 7. V/K este un spatiu vectorial finit dimensional sau de tip finit
daca are o baza finita.

Teorema 1 (de existenta a bazei). Fie V/K un spatiu vectorial nenul, un
sistem liniar independent XCV si un sistem S de generatori pentru V, astfel
incat XcS. Atunci existd o baza a lui V/K astfel incat XcBcS.

Definitia 8. Fie V/K. Se numeste dimensiunea lui V si se noteazd dimV
numadrul maxim de vectori liniar independenti.

Teorema 2. Conditia necesara si suficientd ca un spatiu vectorial V peste K
sa aiba dimensiunea n este ca sa admita o baza formata din n vectori.

Teorema 3. Toate bazele unui spatiu vectorial finit dimensional au acelasi
numar de vectori.

Teorema 4 (teorema bazei). Intr-un spatiu vectorial finit dimensional orice
vector se scrie, in mod unic, ca o combinatie liniard a vectorilor unei baze a
spatiului.

Demonstratie.

Fie B={vi,...,va}CV 0 baza a spatiului vectorial V si veV.

Existenta. Cum B este un sistem de generatori al lui V =(3)a,...,0neK
astfel Tncat:

V=01ViT...70hVn.

17



Unicitatea. Presupunem ca (3)a’y,...,a',€K astfel incat:
v=o/1vit...t+o'y, v = oy vit.. o, v = o vt oy Vi
(o1 -a'y) vit...t (o - o'n)vp =0
Dar B este un sistem liniar independent, rezulta astfel:
ai-a'i=0, Vi=l,..,n < o;= a'j, Vi=l,..,n.

Observatii 1. Scalarii unici ay,...,a,€K se numesc coordonatele lui v in

t . A
baza B. Vectorul vg=(a.,..,0,) se numeste vectorul coordonatelor lui v in
baza B.

2. Urmatoarea propozitie este utila In rezolvarea exercitiilor:

Fie V/K, dimV=n si B={vy,...,v4}cV. Atunci urméitoarele afirmatii sunt
echivalente:

a) B este o baza a lui V;

b) B este un sistem liniar independent al lui V:

c¢) B este un sistem de generatori al lui V.

3. Fie R"={x / x=(X1,....Xn), Xi€R, i=1,..,.n} spatiul vectorial real fatd de
adunarea vectorilor si inmultirea cu scalari.

Vectorii e;=(1,0,...,0),..., €.=(0,0,...,1)" formeazi o bazi, numiti baza
standard sau canonica a spatiului R".

Tindnd seama de importanta in aplicatii economice a spatiului vectorial 9"
dam urmatoarea teorema privind verificarea rapida a faptului ca un sistem
de n vectori vy, ...,v,€ ' constituie o baza in '

Teorema 5. Vectorii vi=(a11,...,a1n)"..., Va=(an1,...,am) din R" formeazi o
bazi in R" < determinantul matricei asociate sistemului de vectori
(matricea formata cu componentele vectorilor) este nenul.

Consecinta. Dacd detA = 0 atunci sistemul de vectori nu formeaza o baza a
lui R™

Aplicatii
1. Si se arate ci multimea B={v,,v,,v,} c R’
1 1 -1
unde v,=| 1|, v,= 01, v,= —1| formeazi o bazi in R>. Sa se gaseasca

1 1 1
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Solutie: 1) Asociem matricea sistemului de vectori:
I 1 -1

A=l1 0 -1

I 1 1
Calculam determinantul matricei A:
I 1 -1
detA=|l 0 -1=_2
I 1 1

coordonatele vectorului v in aceasta baza.

Cum detA#0 =B baziin R*

ii)B fiind bazi in R, orice vector din R" se scrie ca o combinatie liniari a
vectorilor v,,v,,v, in mod unic.

Avem v=a,v,to, v, to, v, &

2 1 1 -1

J|=a,|1|+a, |0 |+ta,| -1

2 1 1 1

o, +ta, —a, 2 a, +ta,—oa,; =2
o, —a, =3 a, —oa, =3

o, +a, + o, 2 a, +ta,+oa, =2

1 1 -1
Matricea asociata sistemului este A={1 0 -1 [, iar detA#z0=
1 1 1

sistemul este compatibil determinat cu solutia data de
A A
a,=—"t,0,=—=%,a,=—=, unde A=detA=-2.
A A A
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1 2 -1
A2:1 3 _1_2,
1 2 1

1
A= o0 317/0=>a,=3;a,=1;0,=0
1

3
S[vl,=| -1
0

2. Sa se arate ca multimea S={v,,v,,v,,v, jcu

V:1 1V:21V:1—1 V:O
"o 1) 1o o) lo o) * (1

este sistem liniar independent in M , (R).
Solutie: Se considera combinatia liniara nula
o, v, ta, v, o, v, +touvs=0,

unde 0 = 0 0 sio,...,04 €R.
0 O

Inlocuind obtinem:

o +2a,+o, a+a,—a, 0 0
(a4 —a1+a4j_(0 Oj'
Se obtine sistemul:

o, +2a,+a,=0
o+ a,—a,=0
a,=0

-a,+a,=0
care are solutia o, =oL,=03=014=0.
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