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Capitolul 1
VECTORI IN PLAN

1.1. Segmente orientate. Relatia de echipolenta.
Vectori

In stiintd si tehnicd se lucreazd cu marimi de naturd diferiti. Unele marimi sunt
bine determinate doar de un numar care reprezintd masura lor. Aceste marimi se
numesc marimi scalare (sau scalari). Alte marimi se numesc marimi vectoriale.
Exemple de marimi scalare: lungimea, masa, volumul, lucrul mecanic, temperatura,
rezistenta unui conductor. Exemple de marimi vectoriale: forta, viteza, acceleratia,
momentul unei forte. O pereche ordonatid (4, B) de puncte din plan se numeste
segment orientat (bipunct) si noteaza cu AB. Punctul 4 este originea, iar punctul B

este extremitatea segmentului orientat. Segmentul orientat AA este segmentul nul.
Dreapta 4B reprezinta suportul (directia) segmentului orientat. Modulul segmentului

orientat AB este lungimea segmentului [4B] (notatd cu AB). Daca 4 # B, segmentele
orientate AB §i BA se numesc opuse. Doud segmente orientate 4B si CD au aceeasi
directie dacd 4B || CD sau dreptele AB si CD coincid. Doud segmente orientate AB si

CD cu aceeasi directie au acelasi sens daca:

a) in cazul AB # CD, punctele B si D sunt de aceeasi parte a dreptei (figura 1);

b) in cazul in care dreptele AB si CD coincid avem una din pozitiile a), b), c), d)
din figura 2.

B
D A B CD ACB D CDARB C AD B
>t > > >
________________ a b c
y . ) ) ) d)
Fig. 1 Fig. 2

Segmentul orientat AA are sensul si directia nedeterminate.

DEFINITIE. Doua segmente orientate AB si CD se numesc echipolente (notam
AB ~ @) daca au acelasi modul, aceeasi directie si acelasi sens.

PROPOZITIA 1. Relatia de echipolentd ,,~“ definitd pe multimea segmentelor
orientate este relatie de echivalentd, adica are proprietatile de:

— reflexivitate: AB ~ AB ;

— simetrie: AB~CD=> CD~ AB ;

— tranzitivitate: 4B ~CD ; CD ~ EF = AB ~ EF .
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1.2. Adunarea si scaderea vectorilor

DEFINITIE. Suma « + v a doi vectori si v se ob;me astfel:
Se considera punctele O, 4, B astfel incat OA= u, OB=v.
Se construieste paralelogramul OACB.

Atunci u +v = OC (Fig. 4).

OBSERVATII: _

1. AM + MB = AB (formula lui Chasles) — Fig. 5

2.Daci B=A avem AM + MA=AA=0. 1g.4
D

TEOREMA. Adunarea vectorilor are proprietatile urmatoare:

A

a) asociativitate: pentru orice vectori u, v,w eV avem:
u+v)+w=u+(+w);

b) comutativitate: pentru orice u veV avem u+v= v+u

¢) vectorul nul este element neutru: u+0=0+u=u,VueV;

d) pentru orice vector u €V existd vectorul opus (—u):
ut(—u)=(-u)+u=0.

Fig. 5

DEFINITIE. Diferenta vectorilor u si v este vectorul u—v=u+ (—\7) .
OBSERVATIE. Din figura 4 avem u—v=u+(-v)= 04+ 0D =OE = BA.

Probleme rezolvate

1. Demonstrati ca patrulaterul convex ABCD este paralelogram daca si numai daca

pentru orice punct M € (ABC) avem MA+MC =MB+MD .
Solutie. Vom nota u+u=2u (semnificatia notarii va fi data

in paragraful 1.3). Fie AABC si M € (BC). Demonstram ca, daca

M este mijlocul Iui (BC), avem AB+ AC =24AM (figura 6).

Intr-adevir, avem AB+ AC = AD , unde ABDC este paralelo-
gram. Cum M este mijlocul lui (BC), M este mijlocul lui (4AD)
sl deci AD =AM +MD = AM + AM =2AM . Remproc daca
AB+ AC=2AM , atunci M este mijlocul lui BC. Avem
AB+AC =24M < (4B + MA) +(4C + MA) =0 <

< BM +CM =0 < M este mijlocul lui (BC).
Fie acum M un punct oarecare in planul paralelogramului
ABCD de centru O. Din triunghiurile MAC si MBD cu

mediana MO avem MA+ MC =2MO, MB + MD =2MO si

AN
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28. Dreptele care unesc mijloacele laturilor opuse ale patrulaterului convex ABCD se
intersecteaza in punctul £. Demonstrati ca, pentru orice punct O € (4BC), avem:

OA+OB+0C+0D=4-0E .

29. Fie pentagonul convex ABCDE si M, N, P, O mjloacele laturilor (4B), (BC), (CD),
(DE). Fie F si G mjloacele segmentelor (MP) si (NQ). Demonstrati ca F'G || AE.

30. Fie punctul O € (4ABC). Demonstrati ca A, B, C sunt coliniare daca si numai daca
existd a, b, ¢ € R, nu toate nule, astfel incata + b + ¢ =0 si a-OA+b-OB+c-0OC=0.

1.4. Descompunerea unui vector

dupa doi vectori necoliniari

TEOREMA (descompunerea unui vector dupa doi vectori necoliniari)
Fie 1n acelasi plan vectorii nenuli si necoliniari a si b §i vectorul v. Atunci exista

si sunt unice x si y numere reale astfel incat v=xa+ yI; . (Fig. 11 51 12)
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Perechea (Zz, 5) se numeste baza in V, iar formula v =xa+ yls se numeste
descompunerea lui vin raport cu baza (5, l;) . Numerele x, y reprezintd coordonatele
lui v pentru baza (Zz, I;)

DEFINITIE. Se numeste versor sau vector unitate al unui vector nenul v un vector

u care are aceeasi directie si acelasi sens cu v $i modulul (norma) 1.

Daca d este o directie in plan, un vector u care are directia lui d si modulul 1 se
numeste versor sau vector unitate al directiei d.

|

Avem u=-—-v.

< |

OBSERVATIE. Descompunerea unui vector dupd mai mult de doud directii
(vectori) din acelasi plan este nedeterminata.
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Observatie: Daca in formulele (4) luam a = b # 0, obtinem formulele pentru
coordonatele mijlocului unui segment.
e) Fie G'baricentrul sistemului de puncte (4, aa), (B, ab). Atunci avem:
4G =—% G- JB-4G sideciG=G"
oa +ab a+b

TEOREMA 5. Fie sistemul de puncte ponderate (4;, a;), i = 1,n, n > 2, astfel incat

Za[ # 0. Notdm a = Zal . Atunci exista si este unic un punct G astfel incat Zal@ =
i=l1 i=1 i=l1

=0.(5)

Daca M este un punct oarecare in spatiu avem Zalm =aMG. (6)

i=1

Demonstratie: Fie functia f: /> A f (M )= Zaim . Consideram un punct O

i=1

fixat in spatiul /" Atunci f(]\7)=2ai(a{.—0_]\71) = Zaia{—ZaiO—A/? = Zaia{:—

- (Zn:ai]O_]\/? sau f(M)= f(O)—[Zn:ai]O_]\/?.

Deoarece A4; si m; sunt date, iar punctul O este fixat, conditia ca sa existe un punct

n

S0l Ya0d
G pentru care f(G) = 0 devenind OG == = 4=

- a
2.4
i=1

(7) ne arata ca punctul G

este determinat (exista).

Demonstram unicitatea lui G. Din relatia (7) rezultd ca f(O) = a - 0G si deci
f(M)= aOG —aOM =aMG.

DEFINITIA 3. Punctul G din teorema 5 (care existd si este unic) se numeste

baricentrul sistemului de puncte ponderate (A4;, a;),i= 1,n.
Observatie: Daca a = Zai =0, atunci G nu existd sau nu este unic.
i=1
TEOREMA 6. Pentru orice sistem de puncte ponderate (4;, a;), i = 1,_n, n=2,
baricentrul G are proprietatea:
a) G este si baricentrul sistemului de puncte ponderate (4;, o), i = L,n, n > 2,

. *
pentru orice a € R;

b) daca avem A,x;, y;, z;), i = 1,n, intr-un sistem de coordonate Oxyz, atunci

A 1 n 1 n 1 n
baricentrul G are coordonatele: x, = —Zal_xi, Vo = —Zal_yl., Zg = —Zaizi .(8)
a =i a =

i=1
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