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Capitolul 1
PRIMITIVE

1.1. Notiunea de primitiva.
Operatii cu functii care admit primitive

Definitia 1. Fie intervalul / — R si functia f: ] - R . Spunem ci functia f admite
primitive pe I daca existd F : [ - R, derivabila pe I si F'(x) =f(x), V x € I. Functia F

se numeste primitiva lui f (sau antiderivata) pe intervalul / (functia f se numeste
primitivabila).

Procedeul (operatia) prin care se determind primitivele unei functii se numeste in-
tegrare (sau antiderivare).

Teorema 1. Daca F, F, : [ — R sunt doud primitive ale functiei /: / — R (/ interval),

atunci ele difera printr-o constantd (adica existd ¢ € R astfel incat F(x) = Fy(x) + c,
Vxel.

Notatii: /()= {f/: I > R}, ¢ = {f: I > R | fconstanta}.

Pe F(J) se introduc operatiile de ,,adunare a functiilor” si ,,lnmultire cu scalari” ast-
fel: fief, g € F(I), 0 € R:

of+gi >R, (f+ ) =/()+g(),Vxel

eof: />R, (f)x)=0af(x),Vxel

Observatii: 1. ¢ < F(0);

2.daca Fc F(I),Gc Fl),a. e R,atunci F+G={f+g: I>R|fe F,ge G}
aF={af:I->R|fe F};

.a¢=%Vack; 4. ¢+ €¢=%¢.

Definitia 2. Fie /: / —> R o functie care admite primitive pe intervalul / — R. Multi-

mea tuturor primitivelor lui f pe intervalul / se numeste integrala nedefinita a lui f'si se
noteaza I f(x)dx . Daca F este o primitiva a lui f, avem:

[rdx=F)+

Observatie. Definitia primitivei unei functii poate fi extinsa pe reuniuni finite de in-
tervale distincte. In acest caz, doua primitive nu difera printr-o constanta.

Exemplu. Fie /: R\ {2} - R, f(x) = 2x — 5. Ludm primitivele:

x*=5x,x<2 X -S5x+1Lx<2 Lx<?2
F(x)=1", LR (=1 . Avem (F, - F,)(x) = .
x =5x+4,x>2 x°=5x+1L,x>2 3,x>2
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e) .[\3/3x+1dx,xe]R; Dj-ﬁ

1
g) J4x* +4x+1dx,x e R; h) dx , x € (0, ©);
I J‘\/2x+1+2\/x2+x

. 1
dx,x € R, J) dex,x S (2, OO)

dx, x € (1, o0);

) 1

1 _—
) j (x> +D)(x* +9)
cos’ x —sin® x

Solutie. a) I dx =J.ctg2xdx—fdx =—Cctgx—x+ € ;

sin’ x
4cos” x +2sin’ x
b) j

. dv = [4dx +2[ tg’ xdx = 4x +2tgx + € ;
COS X

=2 2

sin” x +cos” x 1 1

c) Iﬁdx:j( —+— jdxztgx—ctgx+€;
cos” xsin” x cos“x sin“x

in’ 1—cos® x 1 ,
d) [te?xax = [22 gy = dx = dx—|dx=tgx—x+¢ ;
)_[g J.coszx J. cos’ x J‘cos3x I g

1+l —gﬂ

Gx+1) 3 3 4 -2 1 3x-3)°

S — . (Bx+1)3; 3x—3) Sdx=——" 2 =

g L GxeDs0 JGr-3) 33
3 5

7
I 2x+1)7° 5
2 7 14
5

= [T ) =21 - (R)).

e) j(3x+ 1)é dx =

= 5(3x—3)%;g) J.(2x+l)§dx= (2x+l)g;h)I

1
——F—dx =
Jx+1++/x

Probleme propuse

A. Determinati urmatoarele integrale nedefinite:
1. I(2x4—4x3+i—%)dx,x>0; 2. I(6\/;+33/;)dx,x<0;

X X

3. J’(%_gx/;)dx,x> 0; 4. I(4e4x —2¢)dx,x e R;

5. j(6ctg3x—2tg2x)dx,xe(o,gj; 6. J‘( 2 4 jdx,xe(o,gj;

cos’4x sin’2x

1 2 xX—4-2
7. - dx,x € (1, 0); 8. | ———dx,x>2;
I(zx—z 3x+6j (1, ) I x*—4

2

2 .3
1—
9. J‘(sini—cosij dx ,x € R; 10. J‘ﬂdx, xXe (O, Ej;
2 2 sin® x 2



Calculul primitivelor unei functii f definite pe subintervale
Consideram f: I — R care admite primitive pe intervalul /. Fie 4 = {ay, a, ..., a,} C
clLcua <ay<..<a,n e N fixat. Considerdam intervalele I, = [ N (-0, 1], I, =

= (a1, @), ..., I, = (a1, @), Lis1 = (a,, ©) N 1. Functia f admite primitiva
F,(x) = F(x)+ %, unde F este primitiva lui f pe /. In orice punct a € 4 avem F(a) =

=9

= F(a — 0) = F(a + 0). Dacd a este extremitatea ,,stingd” a lui /, avem F(a) =
=lim F'(x) . Daca a este extremitatea ,,dreaptd” a lui /, avem F(a)= li{n F(x).

xX—>a X
x>a

Probleme rezolvate
1. Fie functiile £, g, h : R > R, g(x) = (x + a) f (x), h(x) =x f(x + a), a € R".

a) Demonstrati ca, daca g si # admit primitive pe R, atunci f'admite primitive pe R.
b) Determinati o primitiva a lui f/ cu ajutorul primitivelor lui g si 4.
Solutie: a) Fie G, H primitive pe R ale lui g, respectiv 4. Avem g(x + a) — h(x) =

=(x+2a)-f(x+a)—xf(x+a)=2af(x+a)sideci f(x)=2i(g(x)—h(x—a)). o
a
primitiva a functiei x — A(x — a) este H(x — a). Deci, o primitiva a lui f este F(x) =

- %(G(x)—H(x—a)).
a

3x* = 2x+1,x<0
2. Determinati a, b € R, astfel Incat functia f: R > R, f(x) = qax+1,x€(0,1] sa
bx—-2,x>1
admita primitive pe R.
X —x"+x+¢,x<0

2
Solutie: O primitiva a lui fpe R are forma F(x) = ax_ +x+c,,xe(0,1]- Din conditi-
2

2
bi—2x+c3,x>l
2

ile F(0) = F(0— 0) = F(0 + 0); F(1 —0) = F(1) = F(1 + 0) obtinem ¢, = (:Z,§+1+c2 =

= %— 2+c¢,. Deoarece F este derivabild in 0 si 1, avem F(0) = F,(0); F/(1) = F,(1),

adicd lim(3x” - 2x +1) = lim(ax +1); lim(ax +1) =lim(bx -2) < b=a + 3, a € R.
x/0 xN\0 x/1 x N\l
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1.4. Integrarea prin parti

Teorema. Daca functiile £, g : I > R sunt functii derivabile cu derivatele functii
continue pe intervalul 7, atunci functiile fg, /g si fg' admite primitive pe / si avem:

[ (08 () dx = f(x)g(x)— [ f(x)g(x)dx.

Probleme rezolvate

1. Determinati urmatoarele integrale definite:

a) J(sin x)In(cos x)dx, x € [0, E) ; b) Imdx, x>1;
2 b
¢) I\/az —x"dx,xe(-a,a),a>0; d) j\/xz +adx, Iinterval, cux’ +a> 0.

Solutie. a) I (sin x)In(cos x)dx = j(— cos x)'In(cos x)dx = (—cos x)'In(cos x) +

dx (—cosx)In(cos x) — jsmxdx (—cosx)In(cosx) +cosx + ¢

+ I(cos x)

b) [ ln(lnx)d = [ (in(In x)) - (In x)’dx = (In.x) In(In x) - j(lnx)

—Inx+ € c) Izjxlaz—xzdxz

dx (In x)In(In x) —

dx = a* . Cum

Iﬁ j\/az I\/a

J = I\/idx——j a —x dxz—x\/az—x2+l,iar J‘ﬁdxzarcsing,

1 X +a
rezultd ca Iz—( Va* —x* +a*arcsin—= j+‘€ d) I=|Vx*+adx=
2 '[ '[\/x +a

:I(xﬁ) dx—1 si

dx+a dx. Avem J=I

I x° J’ 1 x dx

Jxt+a NESE V¥ +a

J'—\/%dlen|x+x/E|+%? Obtinem Izé(meralanmDJr i
a —Xx

Observatie: Avem urmatoarele functii hiperbolice: sh, ch, th : R — R, cth : R* > R,

definite astfel: shx = < / ,chx= ¢ re ,thx= ¢ —e_ ,cthx = e +e_ )
2 e +e” e —e"
2. Calculati primitivele urmatoarelor functii:
a)f: R—> R, f(x)=x arctg x; b)f:R->R,f(x)= —Ecazmtif :
X+

¢) £+ (0, 1)—>R,f(x):%; O RSRFx)= x> +4;
-X
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