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2. Demonstrati inegalitatea lui Cauchy-Buniakovsky-Schwarz:
n 2 n n .
(Zaibij < (Zaf}(bej, Va,b eR,i=Ln.
i=1 i=l1 i=1

Solutie. Pornim de la inegalitatea evidenta: Z(ai x—b)* >0,V x € R. Ob{inem ine-
i=1

galitatea echivalenta: ) a’x*—2) a,bx+» b? >0,V x € R. Inegalitate este echiva-
i=1 i=1

i=1

n 2 n n
lentd cu A = (Z al.bl) - (Z a’ J(Z bfj <0, adica ceea ce trebuia demonstrat.
i=1 i=1 i=1

Probleme propuse

1. Folosind axiomele structurii algebrice a lui R, aratati ca:
A)VxeR x-0=0-x=0;
b)Vx,ye R x-y=0=x=0sauy=0;
OVx,yeR, (%) y=x-()=—=x-y
dVxyeR () ()=x-y
e)Vx,yeR,~(x+y)=(x)+(p).

2. Folosind axiomele structurii de ordine a lui R, aratati ca:
a)Vx,y,a,be R x<ysia<b=>x+ta<y+b;
b)Vx,y,a,b e R,0<x<ysi0<a<bh=xa<by

1

1
)VxeR x>0,y>0,x<ye —>—;
x Yy

d)VxeR,x>0,y>0,xSy<:>£ <1
y

3. Demonstrati identitatea lui Catalan:

1 1 1 1 1 1 1
l-——t+———+..——= + +o+t—,n21.
2 3 4 2n n+l1 n+2 2n

4. Demonstrati inegalititile dintre medii pentru doua numere reale, strict pozitive, a,

a, $i apoi pentru n numere reale pozitive a,, a, ..., a,:
my, < mg < m, < my, (Cauchy, 1821),
cu egalitate atunci cand a; =a, = ... = a,.



Probleme rezolvate

1. Aritati ca:

a+b

a)lx +y[ <+, Vx,yeR; b)x+

S%(|x—a|+|y—b|),a,b,xeR.

Solutie: a) Dacé x + y > 0 atunci, din definitia modulului, rezulta cé |x +y| =x + y. Da-
cax+y<0,atunci |x + y| = ~(x + y) = —x —y = |-x| + |=y| = |x| + |[y| (am folosit proprie-
tatea modulului |[-x| = |x|, V x € R).

b) Aplicam rezultatul de la punctul a) (,,inegalitatea triunghiului”) si obtinem:
‘x Lat bl 1

<_
2

|2x—(a+b|=%|(x—a)+(y—b)\£%(|x—a|+|y—b|), Vx,a belR.

2.Fie V e V(xy) si W € V(xy). Aratatica Vi W e V(xo).

Solutie: V € V(xo) = 3 I < V, interval, astfel incatxo e I V(1); W e Vixg) =3I J
c V, interval, astfel incat xo € J< W (2). Din (1) i (2) = xo € INnJ < V' W. Deci
Vo W e Vix).

Probleme propuse

1. Reprezentati pe axa numerelor reale punctele —1 si NEY Determinati toate intervalele
deschise de numere reale formate pe axa numerelor reale avand ca extremitati aceste

numere. Aratati ca intervalul [—l, V3 :' este vecindtate a oricarui numar x, € (—1, V3 ) ,
dar nu si pentru x, € {—1, \/g} .

2. Demonstrati urmatoarele proprietati ale modulului:

a)x[>20,VxeR, |x|=0=x=0; b) x| =|x|, Vx e R;
O b= I b, ¥,y € Bs Q=T Vny e Ry
Yoy

e)x+y < x|+, V x,y € R (vezi exercifiul rezolvat).

3. Arétati ca:
a)x|<e e>0<—€<x<g; b) x| >¢e,e>0<x<-gsaux>e.

4. Demonstrati ca ||x| — || < |x—y|, Vx, ¥y € R.

5. Aratatica |x; +xp+ .. x| <ttt Ve Ri=1Ln.

6. Fie d(x, y) = |x — |, distanta dintre punctele de coordonate x, respectiv y. Aratati ca:
a)d(x,y)20,Vx,y eR,dlx,»)=0=x=y;  b)d(x,y)=d(,x),Vx,yeR;

¢) d(x, y) <d(x,2) +d(y,2), V x, y,z € R.
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o) — tim L =S )

X=X X=X,

X<Xo

£ (x,) = si deci f(xo) = aL.

Observatii:
1. Consecinta se poate aplica separat numai pentru derivatele la stanga, respectiv la

dreapta.
2. Consecinta reprezinta o conditie suficientd pentru ca f sa fie derivabild 1n x.

Aceasta conditie nu este 1nsa si necesara.

=lim f'(c¢(x)) = f'(x,) =a. Analog se demonstreaza ca

X<,

1
x*sin—, x #0

Exemplu. Se considera functia /: R > R, f(x) = X . Se demonstreaza
x,x=0
. o 5 1
ci f este continud si derivabild in 0. Intr-adevir, | f(x) — f (0)] = [x*sin—|<x*—> 0
X
pentru x — 0, respectiv L{;(O) = xsinl <|x|—> 0,x#0. Se aratd ca lim f'(x)
x —_ x )C*)XO

nu exista.

Teorema lui Cauchy (Augustin, 1789 — 1857)
Fie functiile £, g : [a, b] — R avand proprietatile:
a) f'si g continue pe [a, b];
b) f'si g sunt derivabile pe (a, b);
¢) g'(x) # 0 pentru orice x € (a, b).
S(b)-f(@) _ f()
gb)-gla) g'e)
Demonstratie. Daca am avea g(b) = g(a), atunci conform teoremei lui Rolle exista
¢ € (a, b) cu g'(c) = 0 (contradictie).
Consideram functia 4 : [a, b] > R, A(x) = f (x) — mg(x), m € R. Functia % este con-
tinud pe [a, b] si derivabild pe (a, b). Punand conditia /(a) = h(b), obtinem m =

Atunci g(a) # g(b) si existd ¢ € (a, b) astfel incat

- SO j@ . Aplicand teorema lui Rolle functiei % pe [a, b], rezulta ca existd ¢ €

g(b)-g(a)
€ (a, b) astfel Incat 4'(c) = 0. Obtinem & =m= M.
g'(c) g(b)—g(a)

Observatii:

1. Teorema lui Cauchy se numeste a doua teoremad de medie sau a doua teorema a

cresterilor finite.
2. Teorema lui Lagrange reprezintd un caz particular al teoremei lui Cauchy (se ia

gx)=x,V x € [a, b)]).
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