ALGEBRA

Capitolul 1
NUMERE INTREGI

1. Fiea,b,c,de Z,A=(a+ b)a+ b+ 1)(c+d)c+d+ 1). Demonstrati ca exista

x,y € Z astfel incat 4 = x* —y”.

2. Fie numirul x(n) = V4" +2"" +m , cum, n € N. Demonstrati ci daci x(0) si x(1) €
e N, atunci x(n) € N pentru orice n € N.

3. Calculati suma cifrelor numarului 3/ A4(n), unde A(n) =9 - 111...1444..4777...7 +

n n n

+8,unden e N".

4. Determinati tripletele de numere naturale (a, b, ¢), a # 0, stiind cd doua dintre nu-
mere sunt radicinile ecuatiei ax* — bx + ¢ = 0.

5. Fien e N". Demonstrati ca existd x, y, z, m € N" unice, astfel incat:
Xty+z=2"7sixy+yz+zx=3-4"+2"(x +y),iarx’ +y’ = mz.

6. Fie m, n, p € Z astfel incat m + n+ p = 0. Fie A = m* + n* + p*. Determinati x € N
minim pentru care numarul x4 este patrat perfect.

7. Fiene N,n>2sified,= {x e N|dn+1<x<2n*+1;2 [ x}. Daci S, este suma
tuturor elementelor multimii 4,, determinati » pentru care S, < 1000.
3-517-..- (2% +1)

22n+1 .
9. Demonstrati cé existd o infinitate de perechi de numere naturale nenule (a, b) pen-
trucarea+1|b*sib+1|a’.

10. Determinati numerele prime a, b, ¢, d, e pentru care avema=b +c=d —e.

8. Fie n € N'. Determinati partea intreagd a numarului 4, =

11. Fie 4 = {
abcd

abed = x* +3x* +2x, xeN } . Determinati suma elementelor mul-

timii 4.
12. Determinati numarul elementelor si suma modulelor elementelor multimii 4 =
=A1 UAz U ... UAz()o(), undeAn = {x e’/ |x4 = 2"}.

13. Fie a, b, ¢, d numere naturale impare.

a) Demonstrati cd numarul 4 = ab + ac + bc nu este patrat perfect.

b) Determinati patru numere a, b, ¢, d pentru care numarul B = ab + ac + ad +
+ bc + bd + cd este patrat perfect.



14. Determinati numarul elementelor multimii 4, = {9, 99, ..., 999..9}, n € N, care
\_ﬂf_d

n

sunt patrate perfecte.
15. Fie 4 = (2> - 1)(3* = 1)(4* = 1) - ... - (99% — 1). Determinati 350 numere naturale a,

A <
pentru care — este patrat perfect.
a

16. Se considera sirul de numere 1 +3+5+7,5+7+9+ 11,9+ 11+ 13 + 17, ....
Determinati:

a) al 100-lea termen al sirului;

b) suma primilor 100 termeni ai sirului.
17. Determinati restul impartirii numarului 4 = 2'% + (22)'% + (2%)!° + .+ (2!9)!% |3
numirul @ =2'% - 1.

18. Rezolvati ecuatia (1! - 2! - 3! -...-91) - (2-3%- 4% .- 9%) = (9!)".

19. Fie d = (a, b) cm.m.d.c. al numerelor a si b. Determinati perechile (a, b) pentru
a+b 4

care =—.
a-b d

20. Determinati doud submultimi disjuncte 4, B cu numir maxim de elemente, unde
A,Bc{l1,2,3,..,8,9, 10}, astfel incat produsul elementelor din 4 este egal cu pro-
dusul elementelor din B.

21. Stiind ci numirul p = a* + a®b* + b* este numir prim, unde @, b € N, determinati
la+b-2|.

22. In sirul infinit de numere 1, 9, 7, 5, 2, ..., fiecare cifra incepand cu a cincea este
egald cu ultima cifrd a sumei precedentelor 4 cifre din sir. Care dintre secventele
(2,3,4,6,5),(3,6,7,4,0),(4,6,5,3,8),(8,1,9, 7, 5) apare in sir?

23. Fie numerele naturale a, ai, az, ..., aso §i suma S = (=) + (=D +(-1D)* +...+
+ (—1)* . Daca 4 este multimea valorilor lui S, determinati suma modulelor elemente-
lor multimii 4.

24. Determinati numarul tripletelor (x, y, z) de numere naturale care indeplinesc condi-
tia x>+ + 22 =xy +yz +zx + 3.

25. Determinati numarul numerelor 5abc5 care sunt patrate perfecte.
26. Determinati numarul tripletelor de numere impare prime si consecutive.

27. Determinati cel putin 20 de solutii ale ecuatiei x* + y* = 2[x, y] + 9(x, y), unde x, y
e N, x <20, y <20, [x, ¥] si (x, y) reprezentind c.m.m.m.c., respectiv c.m.m.d.c. al
numerelor x si y.

28. Determinati a, b, ¢ € N stiind ca 3(abc + b + ¢) = 5(bc + 1).
29. Rezolvati in numere naturale ecuatia 5 - 2* =16 + 2’
30. Determinati numerele prime p pentru care numarul 4 = 24p + 1 este pétrat perfect.



Capitolul 10
INEGALITATI

Sunt adevarate urmatoarele inegalitati remarcabile:
Da">a"", dacia>1,ne N
)ad"<a"',daci0<a<l,neN’;

3@ -b")a"-b")>0,daca0<a<b,meN,neN;

1 1
4)a+— >2,dacia>0; 5) a+— <-2,dacdaa<0;
a a

1 1
6 < =\/;— n—-1,nx>1,
) i S Tnedna v

1 1
7 > =~/n+ —\/;,nZI;
N RN i

2 2
8)a +b 2a-l—b2 >
a+b 2 1.1
a b
Na*+b*+c*>ab+bc+ca,a b, cekR;
10)3(+b*+cH)>(a+b+c) a b, ceR;

1) n(a? +a?+..+a2)>(a, +a,+..+a,),ne N, a €R;
a"+b 2(a+b
2 2

,a>0,b>0;

12) j,neN,a>0,b>0;

13)0< % <1,x>0= L2
b b+x
144> x50 L5478,
b b bex

ISylarzax...xa)| <|ai| +laz| + ... T |an|, ai € R, n>2;
16) |la| — |b|| < la—b|,a € R, b € R;
17) Dacd x1, x2, ..., xa 2 0, n € N, n > 2 gi x1 + x» + ... + x, = k (constant), atunci:

k
X1+ X2+ ... Xy €Ste maxim pentrux; =x2 = ... =x, = —;

n
18) Dacd x1, x2, ..., xa 2 0,n € N, n > 2 8i x1 - X2 - ... - X, = k (constant), atunci:
x1 +x2+ ... + x, este minimd pentru x; =x2 = ... =x, = Yk ;

19) Inegalitatea mediilor: a1, as, ...,a,>0,n e R, n>2 =

a,+a,+..+a n
= ——F 24 aa,...;q, = T 1 T

" R
a, a, a

n
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a, a, a

n

20) Consecinta la 19): (a, +a, +... +an)[i+i+... +Lj >n’;

21) Inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz:
(al+al+..+a2)(b} +b} +..+b2) = (ab, +ab, +...+a,b,)*, pentru n € N, n > 2,

aie R, bjeR,i=1,n. Avem ,=" pentru %z%z...z% (saub;=0< a;=0);

1 2 n

22) Inegalitatea lui Minkovski:
\/(al +b) +(a, +b) +..+(a,+b,) 2\/a12 +a;+..+a +\/b12 +b +..+b ,neN,
n>2,a;€R, b €R;
23)FieneN,n>22,a,e R,b;e R,Vi=1Ln.NotimcuSi=a1+a+..+ta, =
=h1+by+..+b, §i cuS=ab + by + ... + a,b,. Avem:
a1Sazﬁ...ﬁan,blszS...Sbnzn-SZSl 'Sz;
a <. .Lap,b12b>2..2b,=>n-5S<81-95;
AZa>..2a,b12by2>...2b,=n-S<8 - S (Inegalitatile lui Cebisev).
24) Inegalitatea lui Bernoulli:
(1+a)"21+na,pentrua>—1,n
(1+a)"<1+na,pentrua>-1,0
2 2 2
a b (atd)

X y x+y

25) ,x>0,y>0,ae R, b eR.

Probleme propuse

1. Fie a, b € R, astfel incat a + b = 4. Atunci a* + b* > 32.
2. Fiea, b € R, astfel incat a + b > 2. Atunci a* + b* > 2.
3. Inegalitatea lui Schur: pentru orice a, b, ¢ > 0, avem:
a(a—b)a—c)+b(b—a)b—c)+c(c—a)c—b)=0.
2 2

. . .. .a ¢ _(a+b+c)
4. Fiex>0,y>0,z>0sia, b,c € R. Ardtaticda —+—+—2>2———.
X y z X+y+z

2 2 2
. a b c at+b+c
5. Pentru orice a, b, ¢ € (0, ©), avem + >
b+c c+a a+b 2
2 2 2
6. Fiea, b, c>0. Atunci avem —+—+—2>a+b+c.
c a
b c

7. Fiea, b, c,d € (0,©), b>d, c > d. Atunci avem >a+b+ec.

+ +
b—-d c¢c—-d a+2d
la+bl _ lal , Ib|

8. Demonstrati ca pentru orice a, b € R, avem 2 .
l+la+bl 1+|a] 1+|b|
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GEOMETRIE

Capitolul 1
PUNCTE COLINIARE. PUNCTE COPLANARE

A. Metode de demonstrare a coliniaritatii

1. Daca punctele distincte A1, 4, ..., An, n = 3, se afld simultan in planele distincte o
si B, atunci ele sunt coliniare.

2. Daca punctele 4, B, C sunt coliniare, atunci proiectiile lor pe un plan sunt coliniare
si reciproc.

3. Daca dreptele 4B, BC, CA sunt paralele cu o aceeasi dreaptd d, atunci punctele 4,
B, C sunt coliniare.

4. Teorema lui Desargues

Fie punctele necoliniare 4, B, C si un punct O nesituat in
planul (ABC). Fie punctele A’, B', C' situate pe dreptele OA,
OB, respectiv OC si diferite de punctele O, 4, B, C. Fie
BCNB'C'={4}, ACNA'C'={Bi} si AB N A'B'= {C\}.
Atunci punctele 41, Bi, C; sunt coliniare (figura 1).

B. Metode de demonstrare a coplanaritatii
Teorema lui Menelaus in spatiu

Fie tetraedrul ABCD. Un plan o intersecteaza
muchiile (4B), (BC), (CD), (DA) respectiv in punc-
tele M, N, P, Q. Atunci are loc relatia:

...... 1 (D).

Demonstratie. Ludam doar cazul in care planul o nu
este paralel nici cu BD, nici cu AC (figura 2). Fie
MN N AC N QP = {E} si MO n BD n PN = {F}.
Luénd triunghiul 4ABC si transversala MNE, respec-
tiv triunghiul ACD si transversala QPE, avem: i
MA NB EC . EA PC QD o v
=8 = =1. Prin inmul- E
MB NC EA EC PD Q4
tire rezulta relatia (1).
1. Reciproca teoremei lui Menelaus

Fie tetraedrul ABCD si punctele M, N, P, O pe muchiile (4B), (BC), (CD), respec-
tiv (DA). Daca are loc relatia (1), atunci punctele M, N, P, O sunt coplanare.
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2. Daca dreptele AB, AC, AD sunt perpendiculare pe aceeasi dreapta d, atunci puncte-
le 4, B, C, D sunt coplanare (figura 3) si (figura 4).

4 d

Fig4

3. Daca punctele 41, 4, ..., A, n = 4, sunt de aceeasi parte .
a planului a, la distante egale fatda de planul o ¢ | I B
i .
a Bi Bz‘ B;

(41B1 = A2B> = ... AxBy), atunci punctele A1, 4, ..., A, sunt
coplanare (figura 5).

Fig.5

Probleme propuse

1. Fie prisma ABCA'B'C’ si fie punctele M, N, P pe muchiile laterale (44'), (BB'),
(CC") astfel incat segmentele (4M), (BN), (CP) au lungimi diferite. Demonstrati ca AB
si MN, BC si NP, respectiv CA si PM se intersecteaza in trei puncte D, E, F coliniare.

2. Fie piramida VABCD cu varful V si fie AC n BD = {O}. Fie un punct M € (VO) si
fie punctele 4" € (VA), B' € (VB), C' € (CV), D' € (VD) astfel incat 4A'C' n B'D' =
= {M}. Demonstrati ca se obtin 6 puncte coliniare prin intersectia dreptelor AB si A'B’,
BCsiB'C',CDsi C'D',DA si D'A', AC s1 A'C", respectiv BD si B'D'.
3. Fie planele distincte o = (O, di) i B = (O, d»). Fiea nd, = {4}, p N di = {B}.
Demonstrati cad punctele O, 4, B sunt coliniare.
4. Fie dreptele di, db, d3 necoplanare, astfel incat di N d» N ds = {O} si planele paralele
a, B, y care nu contin punctul O si care intersecteaza cele trei drepte. Demonstrati ca:
a) se obtin trei triunghiuri asemenea;
b) centrele de greutate ale celor trei triunghiuri sunt coliniare;
¢) centrele cercurilor circumscrise celor trei triunghiuri sunt coliniare.
5. Fie punctele M, N, P pe muchiile (4B), (BC), (CD) ale tetraedrului ABCD, astfel
incat MA =l, NB =£, rc = 3. Determinati pozitia punctului Q pe muchia (DA4),
MB 2 NC 3 PD
stiind ca M, N, P, Q sunt coplanare.
6. Fie piramida VA14,...A,, n = 4, cu varful V. Demonstrati ca centrele de greutate ale
tuturor fetelor laterale ale piramidei sunt puncte coplanare.
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Capitolul 6
PIRAMIDA

1. Fie tetraedrul 44,4344 si un punct M in spatiu. Fie G centrul de greutate al tetrae-
drului. Demonstrati ca:

MA} + MA; + MA; + MA; =4MG’ + GA? + GA; + GA; +G4; .
2. Fie tetraedrul ABCD si fie punctele £ € (4B, F € (BC, G € (CD, H € (AD astfel
incit AE=k-AB,BF=1-BC,CG=m - CD, DH=n - DA. Demonstrati ca:
Yeren = kimn - Vipcp.

3. In tetraedrul ABCD se considerd inaltimile &g, Ay, ke, ha $1 a, b, ¢, d distantele de la
un punct M interior tetraedrului la fetele pe care sunt perpendiculare inaltimile a, b, c,

. ..a b ¢ d
respectiv D. Demonstrati cd —+—+—+—=1.
a hb hc hd
4. Fie hi, ho, h3, hs ndltimile unui tetraedru si fie » raza sferei inscrise in tetraedru.
oo 1 1 1 1
Demonstraticd —+—+—+—=—.
a b hc hd r

5. Fie tetraedrul VABC si fie punctele G € (AV, E € (CA, F € (4B, D € (BC, astfel

o A
incat D _AE_BF _AG_ m , m> 1. Determinati raportul r = —2££¢
BC C4 4B AV Y ise

in functie de m.

6. Pe muchiile tetraedrului regulat ABCD, care trec prin 4, se considera punctele M,
N, P astfel incat AM = m, AN = n, AP = p. Demonstrati ca daca d este distanta de la 4

la planul (MNP), atunci % = %[L + S + sz - [L + = + Lj .

m> n p mn mp np

7. Fie piramida OABCD cu baza ABCD patrulater inscriptibil.

a) Demonstrati ¢ 04> - BC- CD - DB+ OC*- DA - AB - BD=OB*- CD - DA - AC +
+OD*- AB - BC - CA.

b) Demonstrati doud teoreme ale lui Ptolemeu (privind patrulaterul inscriptibil)
pornind de la relatia de la punctul a).

8. Intr-un punct oarecare M al bazei piramidei regulate V414245...A,, n > 3, se duce o
dreaptd perpendiculard pe planul bazei A414»...4,, care intersecteaza planele fetelor
laterale in punctele Bi, B, ..., B,. Demonstrati cd suma MB; + MB, + ... + MB, este
constanta indiferent de pozitia punctului M, O fiind proiectia lui ¥ pe planul bazei.

9. Fie piramida regulatd VA14>...4,, n 2 3, si a = «((VA142), (VA243)), unde 414> = a,
VA = m, . Determinati:

a
a) COSE in raport cu a, m, n; b) cos%pentru ne {3,4,6}.
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10. Demonstrati ca exista un tetraedru cu toate fetele triunghiuri dreptunghice. Este
posibil ca trei din fetele tetraedrului sa aiba unghiul drept in acelasi varf?

11. Fie tetraedrul regulat ABCD si fie punctele M € (4B), N € (BC), P € (CD), Q €
€ (DA) astfel incat AM = BN = CP = DQ. Fie O mijlocul lui (NQ). Demonstrati ca
NQ 1 (MOP).

12. Fie tetraedrul ABCD si mijloacele M, N, P ale muchiilor (BC), (CD), (DB). Stiind
caAB=AC=AD sica AM L AN, demonstrati cd AP L (AMN).

13. Fie tetraedrul ABCD in care AD L BC si «ADB = £+ADC. Demonstrati ca 4B = AC.

14. Fie tetraedrul ABCD cu AD 1 (BCD) si fie E si F proiectiile lui D pe 4B si AC.
Demonstrati ca:

a) E-F—Czl@BD2 +CD* = AD*;

EA FA

b) existd un punct O € (BCD) astfel incat OB = OC = OD = OF = OF.
15. Un triunghi ascutitunghic se indoaie de-a lungul liniilor mijlocii pana se obtine un
tetraedru. Demonstrati cd o inaltime a tetraedrului trece prin ortocentrul triunghiului
dat.

16. Fie tetraedrul echifacial ABCD. Fie M mijlocul lui (BC) si punctele £ € (BD), F €
€ (CD) astfel incat sumele AE + EM si AF + FM sa fie minime. Demonstrati ca EF ||
|| BC, iar E, F si centrul de greutate al triunghiului BCD sunt coliniare.

17. Determinati piramidele regulate VA14,...4,, n > 3, care au toate fetele laterale tri-
unghiuri echilaterale.

18. Demonstrati ca tetraedrul in care toate inaltimile sunt congruente si una dintre inal-
timi trece prin ortocentrul fetei opuse este tetraedru regulat.

19. Fie piramida VABCD cu baza patratul ABCD, iar fetele laterale sunt triunghiuri
echilaterale. Fie £ si F' mijloacele lui (4B) si (4D). Fie a un plan paralel cu dreapta
VC care contine dreapta EF. Fie o m VA = {G}. Demonstrati ca 32 - Zigrc = Prascp.

20. Fie Gi1, G2, Gs centrele de greutate ale fetelor ABC, ACD, ABD ale tetraedrului
ABCD. Fie un punct M e (BCD). Demonstrati ¢a 27 - 7 ; . = Vipep -

21. Baza ABCD a piramidei VABCD este paralelogram. Prin mijlocul muchiei (V4) se
duce un plan de sectiune paralel cu planul (VBC). Calculati raportul volumelor corpu-
rilor care se formeaza prin sectionare.

22. Printr-un varf al bazei unei piramide patrulatere regulate se duce un plan perpendi-

. < . . TR . . 2v3
cular pe muchia opusa. Raportul dintre aria sectiunii obtinute si aria bazei este T\/_ .

Aflati raportul dintre Tndltimea piramidei si muchia laterala.

23. Piramida patrulatera regulata VABCD are latura bazei a, iar muchiile laterale for-
meaza cu planul bazei unghiuri de masura 30°. Aflati aria sectiunii facuta in piramida
de un plan ce trece prin mijloacele laturilor (4B) si (AD) si care este perpendicular pe
VC.
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Capitolul 10
INEGALITATI GEOMETRICE

1. Fie punctele 4 € (Ox, B € (Oy, C € (Oz perpendiculare doud cate douda. Demon-
strati ca triunghiul ABC este ascutitunghic.

2. Fie (4B) si (CD) doud segmente necoplanare avand mijloacele M si N. Demonstrati
ca: AD + BC>2MN.

3. Fie tetraedrul O4ABC. Demonstrati cd m(«40B) < m(«40C) + m(«BOC).

4. Fie M si N puncte interioare tetraedrului regulat ABCD. Demonstrati cd m(«MAN) < 60°.
5. Fie tetraedrul O4ABC. Demonstrati ca m(«4AOB) + m(«BOC) + m(xCOA) < 360°.

6. Fie tetraedrul ABCD in care m(«BAC) = 90°, m(«4ADB) = m(«BDC) = m(«CDA) =

=60°, AD=a, BD=b,CD=c, b>a. Demonstrati cd c <a < g

7. Fie dreapta d si punctul 4 continute in planul a. Fie B ¢ a. Fie a si b distantele de
la A la dreapta d, iar c distanta dintre proiectiile pe d ale punctelor 4 si B. Demonstrati

ci pentru orice punct M € d avem MC + MD > \J(a +b)* +¢c* .

8. Fie tetraedrul OABC tridreptunghic in O si M un punct in interiorul triunghiului
ABC. Daca N, P, Q sunt proiectiile lui M pe fetele (OBC), (OAC), (OAB), demonstrati
5 04 OB OC

MN " MP MQ

9. Fie tetraedrul 414,43A44 si un punct M in interiorul sau. Fie di, d», d3, ds distantele

de la M la cele patru fete si i1 < hy < h3 < hy cele patru ndltimi. Demonstrati ca
4
Zﬂ:nmsm+@+@+msm
i=1 4
10. Fie un punct M in interiorul tetraedrului ABCD. Dreptele AM, BM, CM, DM taie
fetele BCD, ACD, ABD, ABC in punctele 4, B', C', D'. Demonstrati ca:
AA" BB' CC' DD’
a) + + + > 16;
MA" MB' MC' MD'
b) 44" BB' CC' DD > 256,
MA" MB" MC' MD'
11. Fie un paralelipiped dreptunghic cu a, b, ¢ lungimile muchiilor si d lungimea dia-
gonalei. Demonstrati ca 3d > NE] (a+b+o).

12. Fie un paralelipiped dreptunghic cu a, b, ¢ reprezentdnd lungimile muchiilor,
respectiv a diagonalei. Daca S este aria totala a paralelipipedului sia +b + ¢ =1, de-
monstrati ci 64 + 35 > 4.
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13. Se considera un tetraedru cu volumul 7”si cu lungimile muchiilor ai, az, as, as, as,

as. Demonstrati ca 6 7'< \Ja,a,a,a,a,a, .

14. Lungimea muchiei laterale a unei piramide triunghiulare regulate este a. Daca 7~
este volumul piramidei, demonstrati ci 6 7'< na’.

15. Fie Vi S volumul si aria totald a unui con circular drept. in ce conditii avem:
2 2S 2
(éK) 2( j?
n VK]

16. Demonstrati ca suma distantelor varfurilor unui tetraedru regulat la centrul sferei
circumscrise este mai micd decat suma distantelor acelorasi varfuri la orice punct din
spatiu.

17. Fie M un punct in interiorul tetraedrului regulat ABCD. Fie A', B, C', D' simetrice-
le lui M fata de planele (BCD), (ACD), (4BD), (ABC). Daca R este raza sferei circum-
scrise tetraedrului, demonstrati ca 3(4'B'+ B'C'+ C'D'+ D'A") < 16R.

18. Se considera un con circular de raza r si inaltime /# > 2r. Daca S este aria totala a
unui cilindru circular drept inscris in con, demonstrati ca 2(h — 7)S < Trh>.

19. Demonstrati ca aria totald a oricdrui con circumscris unei sfere este cel putin egala
cu dublul ariei sferei.

20. Demonstrati ca volumul oricarui con circumscris unei sfere este cel putin egal cu
dublul volumului sferei.

21. Fie o piramida avand baza un poligon regulat cu # laturi. Fie a, B, y unghiul facut de
o muchie laterala cu planul bazei, unghiul facut de o fata laterala cu planul bazei, respec-
tiv unghiul de la baza unei fete laterale. Determinati n astfel incat cos o > 2 cos 3 sin y.
22. intr-un con avand raza R si unghiul de la varf egal cu 2x se duce sfera inscrisa. Se
considerd conul avand acelasi varf cu conul initial si baza sectiunea facuta in primul
con prin planul tangent la sfera inscrisd. Se continud procedeul (de » ori in total). Fie S

. . L . g 64
sumele ariilor fetelor laterale ale tuturor conurilor. Determinati », stiind cad S < aA ,

unde 4 este aria laterala a primului con.
23. Fie V, s, S volumul, aria laterala si aria totala a unui con. Demonstrati ca:

3
onp? <(S;SJ .

65



PROBLEME-GRILA PENTRU CONCURSURI

68

ALGEBRA
Fie a, b, ¢ > 0, astfel incét 4/ 2b 1[ 2
1+b 1+c
2a
+2- =3.Sumaa + b + ceste:
l+a
a)3; b) 6; c)1; d) 9.

Aria triunghiului ale carui laturi verifica inegalitatea:

Na® —4a+13 +b* =23 +19 ++/c> —2¢+26 <12 este:

3
a)3; b) g; ) V3; d)2.
a2 2 2
Fie a, b, ¢ > 0, astfel incat —+—+— < a + b + c. Valoarea expresiei:
c a
a’+b*+c
=——— este:
ab+bc+ca
a) 2; b)z' c)1; d)l
b 3 9 2 3 .
17

Fie a, b € R, astfel incat a® + b* — 3a + 3b + i = 0. Daci max|a + b| = m,

max|a® + b’| = n, atunci perechea (m, n) este:
a) (3, 9); b) (2, 8); ) (1, 7); d) (2, 4).
a+l a+2 a+3

Fie a, b, E € R, astfel incat > + b* =1, E = + + .Daca E="—"
b+1 b+2 b+3

atunci 4 = |a| + |b| este:

a)%; b)§; o1 0 V2.

Fie a > 0 si ecuatia \/x+a\/x+a\/x+...+a./x+a1/(a+1)x = x, unde numarul

radicalilor este 10. Dacd m este numarul radacinilor ecuatiei, iar S este suma lor,
atunci (m, S) este:

a)(2,a+ 1) b) (10, a + 1); c) (1, 1); d(,a+1).
Flex yeRcux’+)*= 2 si(x—)*—(x +y)4 8. Atunci x - y este:
) 2 5 ) 5 o) 4 2 )



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Numiirul solutiilor reale (x, y, z) ale ecuatiei x* + y* + 22 + 19 = 4[x — 1| + 2|y — 2| +
+ 2(x + 2y + 3z) este:

a) l; b) 2; c)3; d) 4.

< .d-1 d d+1
Numarul numerelor abed pentru care avem relatia + Z+ =3d este:

a ¢

a) 81; b) 9; ¢) 100; d) 90.
Numarul perechilor (a, b) pentru care orice x > 0 avem arx, btx <2+x(a+b),
unde a, b € (0, 1] este:
a) 0; b) 1; c)2; d) 3.

. .. | x+l x+2 x+4
Multimea solutiilor ecuatiei + + =2 este:

2 4 8
4

) [1. 4] b) @ 5]; ) [7, 4]; a) (1,31,

Numarul functiilor liniare f: R - R, f(x) =mx + n,cum,n € Z, |m| <10 si f (xy) =
=xf(y)+f(x), Vx,yeR,este:
a)2; b) 20; c) 19; d) 21.
Fiea, b,c>0cua + ¢ =2b, ¢* + ac — a* = b*. Suma S=£+2+£ este:
c a
a) 2a + b; b)a+b+c; c)2; d) 3.

Numiirul tripletelor (a, b, c) de numere reale pentru care a + b + ¢ = 1 si a*h”* +
+ b’ + c*a’ = abc este:
a)3; b) 1; c)2; d) 4.
Numarul solutiilor reale ale ecuatiei v/x* —2x> +26 + \/ y* =8y +25 =8 este:
a)2; b) 4; c)3; d) 1.
Fie f: R — R functie liniara cu proprietatea ca 2f (x) + f(1 —x)=3x-3,Vx € R.
Atunci £(1) + f(2) este:
a)5; b) 4; c)-2; d) 1.
Valoarea maximai a expresiei E(x) = —4x* — 8x° — 10x* + 6x + 4 este:
25 9

a) 4, b) —; ¢) 3; d) =.

) ) 2 ) ) 2

Fie E(n)=n*+n+1,n € N. Daci E(n) - E(n + 1) = E(m), atunci m este:
a)n’ +n; byn*+n+1; ) (n+1)% d) n?> + 2n.

Fiene N, En)y=n"+n+1, Fn)=n*—n+ 1. Daci F(n) - F(n + 1) = E(m),
atunci m este:

a)n’ +n; b) n%; c) n’ —m; d) n*+ 1.

Fie n € N. Suma cifrelor numirului prim a(n) = n* — 16n* + 100 este:

a) 8; b) 10; c)11; d) 12.
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SOLUTII

ALGEBRA

Capitolul 1
NUMERE INTREGI

1. Numerele (a + b)(a + b + 1), respectiv (¢ + d)(c + d + 1) sunt numere pare. Deci existan € Z
astfel incit A =dn=m+ 1>~ (n— 1> Luamx=n+1,y=n—1.
2.Din x(0) = V3+m=a e N, x(1) = 8+m =b e N, rezultd cd m = a* — 3 = b> — 8 si deci

(b—a)b+a)=5. Avemsuccesivh=3,a=2,m=1,x(n) = /(2" +1)* =2" +1.
3. Notim 111...1=a. Avem A(n) =9 - (10 - ¢+ 4 - 10" - a + Ta) + 8 = 9a(10% + 4 - 10" + 7)

n

++8=10"-DA0*+4-10"+7)+8=10"+3-10"+3 - 10"+ 1= (10" + 1)’. Avem
3 A(n) = 10"+ 1 i suma cerutd este 2.

< s e . b c .
4. Daca x1, x; sunt radécinile ecuatiei avem x, +x, =—;x,x, =—. Obtinem b | a, ¢ | a. Avem
a a

. . b g .
urmatoarele cazuri: I) x| = a, x = b. Egalitatea a + b = — este falsd; II) x; = a, x> = ¢ = solutii-
a

le (@, @, 0), (1,c+1,¢),a € N, ¢ € N; Ill) x; = b, x, = ¢ = solutiile (a, 0, 0), (1, b, 0), a
e N, beN.

5. Avemx(y +z) +y(x +z) +z(x +3)=6- 22"+ 2" (x +y). Cumx +y =222 —z; 2+ x=2"2 3
siy+z=2"2_x, obtinem x(2"2 — x) + y(2"2 — ) + z(2"2 — z) = 6 - 22" + 2"1x + 2""ly de unde
(2" — X+ (2" — y)P + (2" —2)2 = 0 si deci x = y = 2", z= 2", Din m - 2" = 22" + 22 rezulta
m=2"

6. Avem A = m*(—n — p)? + n’(—m — p)* + p*(— m — n)? = 2(m*n* + m*p* + n?*p?) + 2mnp(m + n + p) =
= (m*+n® + p?)? — A si deci 24 = (m®> + n® + p?)?, de unde x = 2.

7.Fiex=2m+1,m e N.Din4n+1<2m+ 1 < 2n* + 1, rezultd 2n < m < n*. Atunci S, =
=@n+1)+@n+3)+.+Q2r*+D=1+3+5+..+Q2*+1)-(1+3+5+...+¢@n-1)).
Folosind formula 1 +3 + 5 + ... + (2n — 1) = n%, obtinem S, = (n®> — 1)%. Din (n> — 1)* < 1000
rezultd n> — 1 <31sidecin € {2,3,4,5}.

8. Avem (a* —b")(a@” +b*)=(a" ) —(b* ) =a”" b si atunci (a — b)(a + b)(a® + b?) -
2" -1

(@ b )@ b7 )=a"" —b"" . Luand a =2, b = 1, obtinem A4, = € (0, 1) si

27
[4.] = 0.

9. Perechile (1, n? — 1) si (n? — 1, n), n € N" sunt solutii.

10. Avem b = 2, ¢ impar prim, sau b impar prim, ¢ = 2. Analog avem e = 2, d impar prim. Re-
zultd ca numerele a — 2, a si a + 2 sunt numere impare. Observam cd a > 5 si ca a = 5 este solu-
tie. Avem deci solutiile (5, 2, 3, 7, 2) 51 (5, 3, 2, 7, 2). Demonstram ca nu mai avem alta solutie.
Dacaa=3k+ 1, k> 2, atunci @ + 2 = 3(k + 1) nu este numar prim. Dacad a =3k + 2, k > 2,
atunci a — 2 = 3k nu este numar prim.

99



11. Din x(x + 1)(x + 2) > 100 si x(x + 1)(x + 2) < 9999 rezulta 10 < x < 21. Avem

1 1[(1 1 1 1 131 1
_— = || == - - si deci suma este S = —z _—
x(x+D(x+2) 2|\x x+1 x+1 x+2 k k+1

_1221 LT S B 1_L_L+L _ L
250 k+1 k+2 10 21 11 22) 70°

12. Dacan € {4k + 1, 4k+ 2,4k + 3}, avem A, = B. Daci n = 4k, k € N, k < 500 avem x* =
= 2% = (2* si deci 4 = {#2F}. Cum multimile 4, au cate doud elemente si sunt disjuncte doud
cate doud, avem card 4 = 500 - 2 = 1000. Suma modulelor este 2 - (2 +22 + ... +2300) =2502_ 2,
13. Patratele perfecte sunt de forma 4n sau 4n + 1. Dacaa=2n+ 1, b =2m + 1, avem ab =
=4mn + 2(m + n) + 1. Obtinem 4 = 4p + 3. A4 nu este patrat perfect; b) Lusm a =b =c =3,
d=1siB=6%

14. Notim a, = 999...9. Avem a; = 3% Notand a, =9 - b,, unde b, = 111...1, rezultd ci a, este

- —

ncifre ncifre

pitrat perfect dacd si numai daci b, este patrat perfect. Dacin =2 - m, m € N*, avem (10" —

—1)> < a, < 10" si a, nu este patrat perfect. Fie n =2m + 1. Dacd b, = ¢, atunci ultima cifrd a

lui ¢, este 1 sau 9, iar penultima cifra a lui b, este cifra para. Deci b, nu poate fi patrat perfect.

15. AvemA=Q2-D2+1HB-D3+1)-...-(9-DO9+1)=(1-2-3-...-98)3-4-5-
-100)=2-99-100-(3-4-..-98)*= 2 32.10*-(3-4-5-...-98)% Atunci a este ele-

ment de forma 2; 2 - 3%, 2 - 102, 2 32 102, 2k2, 2 - (3k); 2 - (10k)% 2 (30k)?, unde 3 < k <98.

Avem deci cel putin 4 + (98 —2) — 32 — 3 — 2 = 351 numere.

16. Primii 4 termeni ai sirului sunt 16 - 1; 16 - 2; 16 - 3; 16 - 4; a) Al 100-lea termen al sirului

este 1600; b) Suma ceruta este 16 - (1 +2 + ... + 100) = 80800.

17. Avem 4 = (2! — 1) + [(2199)2 — 1] + [(2!9%)° — 1] + ... + [(2!99)!% — 1] + 100. Pentru n € N

restul impartirii numarului (2!°°)" — 1 la a este 0. Restul Impartirii lui 4 la a este 100.

18. Avem 9! =27 . 3%. 5. 7. Obtinem ecuatia (9!)"! =2 -32.43. ... 98 Luind exponentii lui 7

din cei doi membri, avemn—1 =6 sidecin=7.

19. Fiea = dm, b =dn, m, n € N', m > n. Obtinem d(m + n) = 4(m — n) si atuncid € {1, 2, 3}.

Daca d =1, rezultd 3m = 5n sidecim =5, n=3. Pentru d =2 avem m =3, n = 1, iar pentru d =

=3avemm=5,n=1.

20. Nu putem avea 7 € 4 sau 7 € B. ,,Scotand” elementul 7 putem lua 4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6},

B={8,9,10}.

21. Avem p = (a* + b?)? — a*b* = (a* + b* — ab)(a® + b* + ab). Rezultd cé a2 +bh—ab=1sia>+

prl ,2ab=p—1. Obtinem (a +b)’ _T (a—b) = 32p

+b*+ab=p. Atunci @’ +b° =
Convine doarp=3siavema=b=1,|la+b-2|=

22. Notam cu i si p cifra din sir care este impara, respectiv pard. Se constata ca sirul este de
forma (i, i, i, i, p), secventele avand in continuare aceastd forma. Rezulta ca cifrele pare apar
din 5 in 5 termeni consecutivi si primele 3 secvente nu pot apare in sir. Fie 4 = {1, 3, 5, 7, 9}.
Atunci (i, i,1,1) € Ax Ax Ax A= B. Cum B are 5* = 625 elemente, sirul dat este periodic. Fie
secventa (i, 12, 13, 14) care se repetd. Sirul fiind periodic se repeta si secventa 2 + 9 + 7 + 5.
Cum ultima cifrd a sumeip + 1 + 9 + 7 este 5, rezultd ca p = 8. Apare secventa (8, 1,9, 7, 5).
23. Avem 51 exponenti din care n exponenti, 0 < n < 51 sunt pari §i 51 — »n sunt impari. Atunci
avem S=n-1+(51—-n)(-1)=2n-51. Deci rezultd cd 4 = {-51,49, 47, ...,-1, 1,3, ..., 51}.
Suma cerutieste 2 - (1 +3+5+...+51)=2-252=1350.

24. Notdm numerele cu x, x + a, x + b, unde a € N, b € N. Din conditia din enunt obtinem a? + b* =
= ab + 3, care are ca solutie de exemplu a = 1, b = 2. Numarul solutiilor (x, x + 1, x + 2) este infinit.
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