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CUVANT iINAINTE

la editia a treia

latd o culegere de probleme de matematicd ce contine peste 2000 de
mici rezultate matematice din toate domeniile matematicii scolare, cu un succes
neasteptat peste ani, ajunsé la a treia editie.

Autorul, doctor inginer de profesie, a rdmas de-a lungul timpului un mare
iubitor al matematicii scolare si a stréns, cu rébdare, problemele de matematica
cele mai frumoase si cele mai utile pregétiri matematice, din ultima jumétate de
secol si uneori mai muflt.

Un numar insemnat dintre aceste probleme, publicate in Gazeta
Matematicéd au ca autor pe prof. C. lonescu-Tiu, stalp al Gazetei Matematice in
perioada 1950—-1990.

Influenta acestuia asupra educatiei matematice a fost extrem de benefica
si a sustinut in timp acel titlu de excelentd acordat in lume scolii matematice
roménesti.

Lucrarea este excelent alcétuita, problemele gradat alese si sunt convins
cd tinerii ce se vor apleca asupra textului cu rabdare gi pasiune vor putea
accede in timp la Vérfurile stiintei, nu numai matematice.

inchei remarcénd valoarea istoricd a lucrdrii ca un compendiu al
problemelor Gazetei Matematice, revistd romaneasca ce iata, strabate cel de-al
treilea secol de existenta

Prof. univ. dr. Radu Gologan
Presedintele Societéatii de Stiinte
Matematice din Romania

Bucuresti, Decembrie, 2013






In anul 2012 s-au implinit
100 de ani de la nasterea
marelui matematician roméan
Acad. Caius lacob

PREFATA

la editia a treia

Editia precedentéa a cértii, fiind publicaté in 500 de exemplare, s-a epuizat
foarte repede din librarii.

Editia de fata, a treia, cuprinde peste 2000 de probleme complet rezolvate,
multe dintre ele fiind alese dintre cele publicate in ultimii 10 ani de la editia
precedenta.

In recenzia cértii care a apdrut in Gazeta Matematicd, seria A, nr. 3 din
anul 1998 Prof. univ. N. N. Mihaileanu de la Facultatea de Matematicé din Bucuresti
facea urmatoarele aprecieri:

JAceasta culegere cuprinde foarte multe probleme, mare parte din ele
avand autori roméani, ele constituind o contribufie importantd in domeniul
matematicii de liceu.

O alta caracteristica importanta a cartii este faptul ca toate problemele
sunt rezolvate complet si cu deosebitd acuratete.

In ce priveste problema 9.123 propusé de Prof. Mihail Popescu, ea pune
in evidentd cunostintele foarte specializate de teoria cuadricelor ale autorului,
desi nu se incadreazd in programa analiticd a matematicii de liceu.

Cu placuta surpriza constat ca desi Prof. Mihail Popescu este inginer, el
este ,de-ai nostri”, si privesc cu invidie generalizérile atat de izbutite si variate
date la mai multe probleme de geometrie”.

Cartea avand peste 1000 de pagini* s-a impus publicarea ei in doua
volume si anume: Vol. 1 (cap 1-5) si Vol. 2 (cap 6-9)**.

Prof. univ. dr. Mihail Popescu

Facultatea de Constructii
Universitatea Ovidius din Constanta

Bucuresti, 28 Octombrie, 2013

* Mentionam urmatoarele 11 probleme din carte: 1,78, 1.221, 1.353, 1.431, 1.433, 4,99, 4.330,
9.1,9.4,9.106, 9.123, care prezintd o anumita semnificatie in activitatea autorului din domeniul matematicii.

** O culegere asemanatoare de probleme de matematica pentru licee a fost publicata in anul
1901: I. lonescu, G. Titeica, A. lochimescu, V. Cristescu: Culegere de probleme de aritmetica, geometrie,
algebra si trigonometrie, Editura Gazetei Matematice, Bucuresti, 1901.






PREFATA

la editia a doua

Prima editie a acestei céarti, desi a fost publicatd in 15 000 de exemplare,
s-a epuizat repede din librérii, iar in momentul de fatd, dupa opt ani, nu se
gdseste nici in anticariate.

Avand o prezentare elogioasd a academicianului Caius lacob, cartea a
fost primita cu mare interes de cétre elevii si profesorii de liceu.

Am avut posibilitatea, cu ajutorul colegilor mei, profesori de matematica,
sé& prezint elevilor de la céteva licee din Bucuresti si din fard aceastd culegere
de probleme.

Deoarece cartea acopera toata programa analitica a matematicii care se
preda in licee, am constatat cu satisfactie marele interes pe care I-au aratat elevii
fata de aceasta culegere, care prezintd un asa de mare numér de probleme,
toate insotite de figuri si solutii complete.

Pe de alta parte insd, este bine cunoscut faptul ca elevii isi indreapta
atentia in primul rénd asupra cértilor recomandate de profesorii lor.

Pentru ca aceasta carte sa ajunga mai repede la elevi, ar trebui poate sa
spun ca ea se adreseaza in primul rédnd ... profesorilor de matematica!

in tot cazul, avand experienta si altei culegeri de probleme de matematica
pentru licee, publicata in anul 1997, adresédndu-ma aici elevilor de liceu, le pot
maérturisi ¢ in aceastd carte am cdutat sd surprind frumusetea matematicii,
acolo unde este ea, alegand dintre problemele mai grele sau mai usoare intélnite,
pe cele care imprima parca spiritului uman un pic de indrazneala in ... ,lupta cu
imposibilul”.

Si intr-adevér, de multe ori, cei care sunt pusi s& rezolve o probleméa de
matematica, de fapt ca si in problemele de viafa, au de ales intre ,totul sau
nimic”.

Din acest punct de vedere matematica are un loc aparte, care, intr-o lume
ravasitd de atatea probleme, poate fi un izvor de satisfactii spirituale si o raza de
speranta.

Pe de alta parte insd, matematica este o materie intre multe altele, pe
care elevul trebuie s-o parcurgé si sé si-o insuseasca, incepénd cu scoala generalé
Si pana la terminarea liceului.



10 Probleme alese de matematica pentru licee

Pus in aceasta situatie elevul, avandu-I alaturi pe profesorul de matematica,
are de ales parcéd intre prietenia cu o ,matematica frumoaséa si atragéatoare”, sau
lupta cu un adversar pe care incearca sa-l infrdnga, fard sa-si dea seama ca
acesta n-a fost invins niciodata de cei care mai intadi nu i-au fost prieteni.

Cartea contine 1900 probleme, cu 550 in plus fata de editia intai, plasate
in capitolule 1 + 7 in paragraful ,probleme de sintezad” si in capitolele 8 si 9 in
»~Sectiunea B”, si acoperd intreg domeniul matematicii de liceu: Geometrie,
Trigonometrie, Algebré si Analizd& Matematica.

Cartea se adreseaza in egalda masurad atat elevilor care doresc sa
aprofundeze cunostintele de matematica insusite in scoald, cét si elevilor care se
pregdtesc pentru concursuri de admitere in invatamaéntul superior si olimpiade de
matematica.

Problemele cuprinse in carte sunt insotite de figuri si solutii complete, si
ofera elevilor posibilitatea nu numai s&-si insuseasca diferite ?metode de rezolvare?,
ci mai ales posibilitatea de a-si forma chiar un stil propriu de rezolvare a unor
probleme de matematica, cu grade de dificultate diferite.

Ca si la editia intéi, imi exprim speranta, c& dacéa cei care vor citi aceasta
carte si vor reusi s& infeleagd si sa-si insuseasca metodele de rezolvare, chiar
si numai pentru o parte din problemele prezentate, dacd modul de selectionare
a problemelor si de rezolvare a lor prin metode céat mai simple si directe va
stimula dragostea pentru matematicd, atunci putem considera cé lucrarea de faté
si-a atins scopul.

Profesor universitar
Mihail Popescu
Facultatea de Constructii
Universitatea Ovidius din Constanta

Bucuresti, 12 noiembrie, 2002



CUVANT INAINTE
la editia ntai

Matematicii i se rezervd acum, in acest sfarsit de secol si de mileniu, un
rol esential in invatdmantul liceal. Ea este considerata, pe drept cuvant, datorité
virtutilor ei educative, ca un element de culturd generald absolut necesar in orice
domeniu de activitate umana, ca un auxiliar pretios pentru formarea unei gandiri
corecte, consecvente, care méreste puterea de patrundere si de analizéa a spiritului
uman in orice domeniu de activitate.

Dar insusirea de cétre elev a abilitatii necesare pentru rezolvarea diverselor
probleme matematice nu este deloc usoara.

Ea reclam& o muncé sustinuté, temeinica, tenace, in vederea asimilarii
cunostintelor primite la scoald, ea cere rezolvarea de numeroase exercitii, probleme
si aplicatii, elevul urménd a lamuri cu creionul in ménéa fiecare aménunt, fiecare
implicatie logica si adancind mereu notiunile de baza. Dupa o astfel de munca,
pe nesimtite, véalul care-I inconjoaré se destramé si o perspectivad admirabila i se
deschide. Matematica ii va apdrea in toatd méretia ei si ea ii va oferi acea cheie
minunatd cu ajutorul careia va putea deschide larg portile diverselor stiinte ale
naturii sau ale disciplinelor tehnice. Pentru tdnarul dornic sa ajunga la acest
stadiu, un auxiliar pretios se impune. Acesta este constituit de obicei de o buna
culegere de probleme care sé reia elementele de baz& din manuale si sa le
ilustreze prin aplicatii cat mai sugestie, prin exercitii si probleme metodic alese,
prin solutii cét mai simple si mai naturale, prin teste judicios pregétite.

Culegerea de Probleme de Geometrie, Trigonometrie, Algebra si Analiza
Matematicé pentru licee pe care au alcéatuit-o prof. Constantin lonescu-Tiu si dr.
ing. Mihail Popescu se inscrie in fruntea numeroaselor culegeri existente in
literatura roména de specialitate. Ea se recomanda mai intai prin autorii ei.

Prof. C. lonescu-Tiu a activat incd din tinerefe la vechea Gazeta
Matematicd. El a fost apoi ani indelungati redactor responsabil al noii serii a
Gazetei Matematice si s-a ilustrat atat ca profesor, céat si ca un fecund creator
de probleme matematice.

Dr. ing. Mihail Popescu si-a inceput de asemenea ucenicia stiintifica la
Gazeta Matematica, ilustrdndu-se intai, pe cédnd era elev de liceu, ca rezolvitor
de probleme si, mai tarziu, devenit inginer, apoi doctor inginer si cercetator
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stiintific principal la Institutul de Cercetari Hidrotehnice din Bucuresti prin valoroase
contributii originale in domeniul mecanicii fluidelor si al hidraulicii, care sunt ilustrate
Si prin apreciatele tratate de specialitate al caror autor este.

As putea spune ca volumul pe care-l oferd acesti doi autori tineretului
studios este realizat in cea mai pura traditie a Gazetei Matematice si continud
opera stalpilor Gazetei, bine-cunoscuti (lon lonescu, George Titeica, Andrei
loachimescu, Vasile Cristescu), care au publicat si ei valoroase culegeri de
probleme.

O simpla parcurgere a cuprinsului prezentului volum ne asigurd ca el
contine o bogata colectie de probleme (in total 1350 probleme) insotite de solutiile
lor alese in mod bine chibzuit, preocuparea de capetenie a autorilor fiind aceea
ca cititorul s&-gi insugseascd metode de rezolvare care sé& le permita sa atace in
mod independent si alte probleme similare.

Multe probleme sunt originale, fiind compuse de autori, plecand in general
de la idei simple si fecunde, altele sunt datorate unor alti matematicieni cunoscuti
mentionati in text. Acestea au fost initial publicate in special in Gazeta Matematica
sau in alte reviste matematice cunoscute. Nu lipsesc desigur nici probleme date
la diverse concursuri scolare sau la examene de admitere in institute de invatamant
superior, precum si probleme propuse la concursuri internationale.

Realizand acest auxiliar pretios pentru elevii care vor s& se consacre in
viitor in special stiintelor naturii sau stiintelor tehnice, autorii au adus, prin stréddania
lor, un mare serviciu cauzei invatamantului roménesc, pentru care se cade séa le
fim recunoscétori. Editura Tehnica are meritul publicarii prezentului volum in
bune conditii, continudnd astfel seria culegerilor de probleme de matematica
publicate anterior de prof. C. lonescu-Tiu in cadrul acestei edituri si care au
adus, de asemenea, reale servicii scolii roménesti.

Academician Caius lacob

Bucuresti, august, 1990



PREFATA

la editia Tntai

in literatura de specialitate care se adreseazé elevilor de liceu s-a publicat
de-a lungul timpului un numar mare de lucréri si culegeri de probleme de
matematica.

Prin lucrarea de fata autorii nu au dorit sa prezinte o noud culegere de
probleme care sa se adauge celor existente, ci in primul rdnd au incercat, pe
baza experientei i rezultatelor proprii obtinute in domeniu, s& realizeze o carte
cu probleme dintre cele mai reprezentative si eficiente in activitatea de pregétire
matematica a elevilor de liceu.

Autorii au avut la dispozitie un material foarte vast de probleme de
matematica: culegeri de probleme, colectiile revistelor de matematica din tara (in
primul rénd Gazeta Matematica) si strainatate, probleme date la diferite concursuri
pentru elevi gi concursuri de admitere in invatadméntul superior, pe care le-au
parcurs si analizat din dorinta de a incerca sé ,selecteze” cele mai reprezentative
probleme de matematica pentru licee.

Cartea contine 1350 probleme si se adreseazad in egald masurd atat
elevilor de liceu care doresc sa aprofundeze cunostintele de matematica insusite
in scoald, céat si elevilor care se pregdtesc pentru concursuri de admitere in
invatamantul superior si olimpiade de matematicd. In tot cazul, diversitatea tipurilor
de probleme alese si prezentate cu solutii complete, cu grade de dificultate de
rezolvare diferite, din toata materia care se preda in licee, ofera elevilor posibilitatea
nu numai s&-gi insuseascéa diferite ,metode de rezolvare” a problemelor de
matematica, ci, mai ales, posibilitatea sé-si formeze chiar un stil propriu de a
aborda si rezolva probleme cu grade de dificultate diferite. Pentru a da o structura
unitard cartii, s-a considerat necesar s& se prezinte si un numar restrdns de
probleme din fondul clasic de probleme de matematica pentru licee.

Pe de alta parte insa, avand in vedere faptul ca matematica pentru licee
are o frumoasa traditie in invatamantul romanesc, in carte a fost prezentat in
mod deliberat un numar relativ mare de probleme ale autorilor romani, care
ilustreaza intr-un anumit fel insdsi valoarea scolii roménesti de matematica in
acest domeniu.
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Dacéa cei care vor citi aceastd carte si vor reusi sa infeleagd si s&-gi
insugseasca metodele de rezolvare, chiar si numai pentru o parte din problemele
prezentate, dacad modul de selectionare a problemelor si de rezolvare a lor prin
metode cét mai simple si directe va stimula dezvoltarea in continuare in tara
noastrd a matematicii pentru licee, vom considera cé& lucrarea de fata si-a atins
scopul.

AUTORII

Bucuresti, decembrie, 1991
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CAPITOLUL 1

GEOMETRIE PLANA

1.1. TRIUNGHIUL

O raza de lumina SO este reflectatad de o oglinda plana xy dupa directia
1.1 OS’. Se roteste apoi oglinda cu un unghi o si fie OS” raza reflectata. Sa
se arate ca unghiul razelor reflectate este 2a. (Proprietate folosita la
construirea sextantului si a altor aparate de masurat in fizica).

Solutie
Avem £SOy = ¥S’Ox = 0, iar dupa rotire, «SOy’ = «S"Ox’ de unde 6 + o =

=0- 0+ $S'0S" = ¥S'0S” = 20, (fig.1.1).
A

¢ By

Fig. 1.1 Fig. 1.2

12 Sa se arate ca un triunghi cu doua Tnaltimi congruente este isoscel.

Solutie

Fie BB; si CC; cele doua inaltimi congruente in triunghiul ABC (fig.1.2).
Triunghiurile dreptunghice BB;C si BC,C sunt congruente deoarece au ipotenuza
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comuna (BC) si doua catete congruente (BB; = CC;). Rezultda <ABC = <ACB, deci
triunghiul ABC este isoscel.

Fie D un punct pe latura AC a triunghiului ABC cu AB > BC. Sa se

13 demonstreze ca AB > BD.

Solutie

Conditia AB > BC implica <C > <A (1). Pe de altad parte <ADB > 4C (2), ca
unghi exterior triunghiului BCD. Din inegalitatile (1) si (2) rezultd ca in triunghiul
ABD avem <BDA > %A, de unde rezulta AB > BD (fig.1.3).

A
D
B C
Fig. 1.3 Fig. 1.4
14 Se da un patrat ABCD. Doua puncte M si N parcurg conturul patratului
: in sens invers acelor de ceasornic, pornind unul din A, celalalt din B, cu
aceeasi viteza. Se cere locul geometric al mijlocului O al segmentului
MN.
Concurselevi, 1974
Solutie

Ducem MP paralela cu BN (MP = BN) (fig.1.4). Patrulaterul MPNB este
dreptunghi. Deci mijlocul O al segmentului MN este si mijlocul segmentului BP. Dar
AMP este un triunghi dreptunghic isoscel. Cand M descrie latura AB si N latura BC,
P va descrie diagonala AC. Prin omotetie, O (mijlocul lui BP) va descrie o paralela
la AC, care va uni A’, B’ — mijloacele laturilor AB si BC. Continuand rationamentul,
locul geometric va fi patratul A’'B’C’'D’ (C’ si D’ mijloacele lui CD si DA).

15 Doua echere dreptunghice identice ABC si A’'B’C’ se aseaza in pozitiile
) urmatoare (fig.1.5). S& se demonstreze ca: a) HB’ este inaltime n
triunghiul CC'B’; b) MA’ este mediana in triunghiul CC'A’; ¢) LB’ este
bisectoare n triunghiul B'C'C.

Gh. Bazacov, RMF, 1952



Geometrie plana 19

Solutie

Dreapta C'B’ este perpendiculara pe BC deoarece: «CBA + <B'CA' =

= <CBA + ¥BCA = 90°. HB'’ trecand prin B’, punctul de intersectie a doua inaltimi
in triunghiul CBC’, este de asemenea inaltime Tn acelasi triunghi si deci si in
triunghiul CC’'B’. b) Triunghiurile A'BA si CB’C’ sunt isoscele si avand acelasi

unghi de varf (xA'B'C’ = <ABC) unghiurile de la baze sunt congruente, deci
¥CA'M = ¥AA'B = <A'C’'M. Congruenta unghiurilor <MCA’ si <= CA'M justifica
faptul ca in triunghiul dreptunghic CA'C’, A’'M este mediana. c¢) Unghiul «CB’'A
este exterior triunghiului isoscel ABB’ si deci <CB’A = <A’AB’ + <ABC. Mai avem

Fig. 1.5

+C'B'A = <AB'B + <AB'C’. Insd ¥A’AB’ = ¥AB'B si <ABC = ¥A'B'C’, de unde
rezulta <CB’A = «C'B’A. Unghiurile <C'B'L si <LB'C avand acelasi supliment,

<CB’A = <C'B’A, rezulta ca sunt congruente, deci LB’ este bisectoare n triunghiul
B'C'C (fig.1.5).

Fie ABC un triunghi echilateral si M mijlocul lui BC. Se proiecteaza B si
1.6 C in N si P pe o dreapta oarecare (d) ce trece prin A. Sa se arate ca
triunghiul MNP este echilateral.

Gh. Bercea, RMF, 1953

Solutie

Se observa ca patrulaterele ANMB si AMPC sunt inscriptibile. Prin urmare

<MNP = <ABC = 60° si «MPN = <ACB = 60°. Avand doua unghiuri de 60°,
triunghiul MNP este echilateral (fig.1.6).

ABC fiind un triunghi echilateral si | un punct oarecare din planul lui, cu
1.7 segmentele IA, IB, IC se poate construi un triunghi.

Teorema Dimitrie Pompeiu
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Solutie

Se roteste triunghiul AIC in jurul punctului C Tn sens direct cu unghiul g

pana ce punctul A vine in B (fig.1.7). Punctul | va veni in punctul I'. in general
punctele B, I, I’ formeaza un triunghi ale carui laturi sunt 1A, IB, IC, deoarece 1A =
=1I'B, IC =1II'. Acest triunghi este degenerat (are varfurile coliniare) daca punctul |

Fig. 1.6 Fig. 1.7

este situat pe cercul circumscris triunghiului ABC si are o latura egala cu zero,
daca punctul | coincide cu unul din varfurile triunghiului.

Observatie

Aceasta teorema are mai multe extinderi si generalizari, care prezintd un
interes aparte Tn geometria plana.

Ac— D Sa se demonstreze ca trapezul

1.8 dreptunghic in care nédltimea este
media geometrica a bazelor este
ortodiagonal.

Solutie

Fie E punctul de intersectie al diagonalelor
trapezului dreptunghic ABCD cu baza micad AD,

{ baza mare BC si latura AB perpendiculara pe
B & - AB BC .
Fig. 1.8 baze. Daca AB” = AD- BC = —=——, atunci

AD AB

triunghiurile dreptunghice ABC si ABD sunt asemenea, deci ¥BCA = <ABD, si
cum AB L BC rezulta si AC L BD (fig.1.8).
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CUVANT iINAINTE
la editia a treia

latd o culegere de probleme de matematicd ce contine peste 2000 de
mici rezultate matematice din toate domeniile matematicii scolare, cu un succes
neasteptat peste ani, ajunsé la a treia editie.

Autorul, doctor inginer de profesie, a rdmas de-a lungul timpului un mare
iubitor al matematicii scolare si a stréns, cu rabdare, problemele de matematica
cele mai frumoase si cele mai utile pregétiri matematice, din ultima jumétate de
secol si uneori mai mult.

Un numar insemnat dintre aceste probleme, publicate in Gazeta
Matematicd au ca autor pe prof. C. lonescu-Tiu, stalp al Gazetei Matematice in
perioada 1950—-1990.

Influenta acestuia asupra educatiei matematice a fost extrem de benefica
si a sustinut in timp acel titlu de excelentd acordat in lume scolii matematice
roménesti.

Lucrarea este excelent alcétuita, problemele gradat alese si sunt convins
cd tinerii ce se vor apleca asupra textului cu rabdare si pasiune vor putea
accede in timp la Vérfurile stiintei, nu numai matematice.

inchei remarcénd valoarea istoricd a lucrdrii ca un compendiu al
problemelor Gazetei Matematice, revistd romaneasca ce iata, strabate cel de-al
treilea secol de existenta

Prof. univ. dr. Radu Gologan
Presedintele Societéatii de Stiinte
Matematice din Romania

Bucuresti, Decembrie, 2013






In anul 2012 s-au implinit
100 de ani de la nasterea
marelui matematician roméan
Acad. Caius lacob

PREFATA

la editia a treia

Editia precedentéa a cértii, fiind publicaté in 500 de exemplare, s-a epuizat
foarte repede din librarii.

Editia de fata, a treia, cuprinde peste 2000 de probleme complet rezolvate,
multe dintre ele fiind alese dintre cele publicate in ultimii 10 ani de la editia
precedenta.

In recenzia cértii care a apdrut in Gazeta Matematicd, seria A, nr. 3 din
anul 1998 Prof. univ. N. N. Mihaileanu de la Facultatea de Matematicé din Bucuresti
facea urmatoarele aprecieri:

JAceasta culegere cuprinde foarte multe probleme, mare parte din ele
avand autori roméani, ele constituind o contribufie importantd in domeniul
matematicii de liceu.

O alta caracteristica importanta a cartii este faptul ca toate problemele
sunt rezolvate complet si cu deosebitd acuratete.

In ce priveste problema 9.123 propusé de Prof. Mihail Popescu, ea pune
in evidentd cunostintele foarte specializate de teoria cuadricelor ale autorului,
desi nu se incadreazd in programa analiticd a matematicii de liceu.

Cu placuta surpriza constat ca desi Prof. Mihail Popescu este inginer, el
este ,de-ai nostri”, si privesc cu invidie generalizérile atat de izbutite si variate
date la mai multe probleme de geometrie”.

Cartea avand peste 1000 de pagini* s-a impus publicarea ei in doua
volume si anume: Vol. 1 (cap 1-5) si Vol. 2 (cap 6-9)**.

Prof. univ. dr. Mihail Popescu

Facultatea de Constructii
Universitatea Ovidius din Constanta

Bucuresti, 28 Octombrie, 2013

* Mentionam urmatoarele 11 probleme din carte: 1,78, 1.221, 1.353, 1.431, 1.433, 4,99, 4.330,
9.1,9.4,9.106, 9.123, care prezintd o anumita semnificatie in activitatea autorului din domeniul matematicii.

** O culegere asemanatoare de probleme de matematica pentru licee a fost publicata in anul
1901: I. lonescu, G. Titeica, A. lochimescu, V. Cristescu: Culegere de probleme de aritmetica, geometrie,
algebra si trigonometrie, Editura Gazetei Matematice, Bucuresti, 1901.






PREFATA

la editia a doua

Prima editie a acestei céarti, desi a fost publicatd in 15 000 de exemplare,
s-a epuizat repede din librérii, iar in momentul de fatd, dupd opt ani, nu se
gdseste nici in anticariate.

Avand o prezentare elogioasd a academicianului Caius lacob, cartea a
fost primita cu mare interes de cétre elevii si profesorii de liceu.

Am avut posibilitatea, cu ajutorul colegilor mei, profesori de matematica,
s& prezint elevilor de la céteva licee din Bucuresti si din fard aceasta culegere
de probleme.

Deoarece cartea acopera toata programa analitica a matematicii care se
preda in licee, am constatat cu satisfactie marele interes pe care I-au aratat elevii
fatd de aceastd culegere, care prezintd un asa de mare numér de probleme,
toate insotite de figuri si solutii complete.

Pe de alta parte insd, este bine cunoscut faptul ca elevii isi indreapta
atentia in primul rénd asupra cartilor recomandate de profesorii lor.

Pentru ca aceasta carte sa ajunga mai repede la elevi, ar trebui poate sa
spun ca ea se adreseaza in primul rédnd ... profesorilor de matematica!

in tot cazul, avand experienta si altei culegeri de probleme de matematica
pentru licee, publicata in anul 1997, adresédndu-ma aici elevilor de liceu, le pot
maérturisi cd in aceastd carte am cédutat sd surprind frumusetea matematicii,
acolo unde este ea, alegand dintre problemele mai grele sau mai usoare intélnite,
pe cele care imprima parca spiritului uman un pic de indrazneala in ... ,lupta cu
imposibilul”.

Si intr-adevér, de multe ori, cei care sunt pusi s& rezolve o problemé de
matematica, de fapt ca si in problemele de viafa, au de ales intre ,totul sau
nimic”.

Din acest punct de vedere matematica are un loc aparte, care, intr-o lume
ravasitd de atatea probleme, poate fi un izvor de satisfactii spirituale si o raza de
speranta.

Pe de alta parte insd, matematica este o materie intre multe altele, pe
care elevul trebuie s-o parcurgé si sé si-o insuseasca, incepéand cu scoala generaléa
Si pana la terminarea liceului.
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Pus in aceasta situatie elevul, avandu-I alaturi pe profesorul de matematica,
are de ales parcd intre prietenia cu o ,matematica frumoaséa si atragéatoare”, sau
lupta cu un adversar pe care incearca sa-l infrdnga, fard sa-si dea seama ca
acesta n-a fost invins niciodata de cei care mai intadi nu i-au fost prieteni.

Cartea contine 1900 probleme, cu 550 in plus fata de editia intai, plasate
in capitolule 1 + 7 in paragraful ,probleme de sintezad” si in capitolele 8 si 9 in
»~Sectiunea B”, si acoperd intreg domeniul matematicii de liceu: Geometrie,
Trigonometrie, Algebra si Analizd Matematica.

Cartea se adreseaza in egalda masurad atat elevilor care doresc sa
aprofundeze cunostintele de matematica insusite in scoald, cét si elevilor care se
pregdtesc pentru concursuri de admitere in invatamaéntul superior si olimpiade de
matematica.

Problemele cuprinse in carte sunt insotite de figuri si solutii complete, si
ofera elevilor posibilitatea nu numai sa-si insuseasca diferite ?metode de rezolvare?,
ci mai ales posibilitatea de a-si forma chiar un stil propriu de rezolvare a unor
probleme de matematica, cu grade de dificultate diferite.

Ca si la editia intéi, imi exprim speranta, ca dacéa cei care vor citi aceasta
carte si vor reusi s& infeleagd si sa-si insugseasca metodele de rezolvare, chiar
si numai pentru o parte din problemele prezentate, dacd modul de selectionare
a problemelor si de rezolvare a lor prin metode cét mai simple si directe va
stimula dragostea pentru matematicd, atunci putem considera cé lucrarea de faté
si-a atins scopul.

Profesor universitar
Mihail Popescu
Facultatea de Constructii
Universitatea Ovidius din Constanta

Bucuresti, 12 noiembrie, 2002



CUVANT INAINTE

La editia intai

Matematicii i se rezervd acum, in acest sfarsit de secol si de mileniu, un
rol esential in invatdmantul liceal. Ea este consideratd, pe drept cuvant, datorité
virtutilor ei educative, ca un element de culturd generald absolut necesar in orice
domeniu de activitate umana, ca un auxiliar pretios pentru formarea unei gandiri
corecte, consecvente, care méareste puterea de patrundere si de analizé a spiritului
uman in orice domeniu de activitate.

Dar insusirea de cétre elev a abilitatii necesare pentru rezolvarea diverselor
probleme matematice nu este deloc usoara.

Ea reclama o muncé sustinuta, temeinicd, tenace, in vederea asimilérii
cunostintelor primite la scoald, ea cere rezolvarea de numeroase exercitii, probleme
si aplicatii, elevul urménd a ldmuri cu creionul in ména fiecare améanunt, fiecare
implicatie logica si adancind mereu notiunile de baza. Dupa o astfel de munca,
pe nesimtite, véalul care-I inconjoaré se destramé si o perspectivad admirabila i se
deschide. Matematica ii va apdrea in toatd maretia ei si ea ii va oferi acea cheie
minunatd cu ajutorul careia va putea deschide larg portile diverselor stiinte ale
naturii sau ale disciplinelor tehnice. Pentru tédnarul dornic s& ajungd la acest
stadiu, un auxiliar pretios se impune. Acesta este constituit de obicei de o buna
culegere de probleme care s& reia elementele de bazd din manuale si sé le
ilustreze prin aplicatii cat mai sugestie, prin exercitii si probleme metodic alese,
prin solutii cdt mai simple si mai naturale, prin teste judicios pregéatite.

Culegerea de Probleme de Geometrie, Trigonometrie, Algebré si Analizé
Matematicé pentru licee pe care au alcéatuit-o prof. Constantin lonescu-Tiu si dr.
ing. Mihail Popescu se inscrie in fruntea numeroaselor culegeri existente in
literatura roméana de specialitate. Ea se recomanda mai intai prin autorii ei.

Prof. C. lonescu-Tiu a activat incd din tinerefe la vechea Gazeta
Matematicd. El a fost apoi ani indelungati redactor responsabil al noii serii a
Gazetei Matematice si s-a ilustrat atat ca profesor, cat si ca un fecund creator
de probleme matematice.

Dr. ing. Mihail Popescu gsi-a inceput de asemenea ucenicia stiintifica la
Gazeta Matematica, ilustrdndu-se intai, pe cand era elev de liceu, ca rezolvitor
de probleme si, mai tarziu, devenit inginer, apoi doctor inginer si cercetator
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stiintific principal la Institutul de Cercetari Hidrotehnice din Bucuresti prin valoroase
contributii originale in domeniul mecanicii fluidelor si al hidraulicii, care sunt ilustrate
Si prin apreciatele tratate de specialitate al céaror autor este.

As putea spune ca volumul pe care-l oferd acesti doi autori tineretului
studios este realizat in cea mai pura traditie a Gazetei Matematice si continud
opera stalpilor Gazetei, bine-cunoscuti (lon lonescu, George Titeica, Andrei
loachimescu, Vasile Cristescu), care au publicat si ei valoroase culegeri de
probleme.

O simpla parcurgere a cuprinsului prezentului volum ne asigurd ca el
contine o bogatéa colectie de probleme (in total 1350 probleme) insotite de solutiile
lor alese in mod bine chibzuit, preocuparea de capetenie a autorilor fiind aceea
ca cititorul s&-si insugseascd metode de rezolvare care sé le permitéd sa atace in
mod independent si alte probleme similare.

Multe probleme sunt originale, fiind compuse de autori, plecand in general
de la idei simple si fecunde, altele sunt datorate unor alti matematicieni cunoscuti
mentionati in text. Acestea au fost initial publicate in special in Gazeta Matematica
sau in alte reviste matematice cunoscute. Nu lipsesc desigur nici probleme date
la diverse concursuri scolare sau la examene de admitere in institute de invatamant
superior, precum si probleme propuse la concursuri internationale.

Realizand acest auxiliar pretios pentru elevii care vor s& se consacre in
viitor in special stiintelor naturii sau stiintelor tehnice, autorii au adus, prin strédania
lor, un mare serviciu cauzei invatamantului roménesc, pentru care se cade séa le
fim recunoscétori. Editura Tehnica are meritul publicarii prezentului volum in
bune conditii, continudnd astfel seria culegerilor de probleme de matematica
publicate anterior de prof. C. lonescu-Tiu in cadrul acestei edituri si care au
adus, de asemenea, reale servicii scolii roménesti.

Academician Caius lacob

Bucuresti, august, 1990



PREFATA

la editia intai

in literatura de specialitate care se adreseazé elevilor de liceu s-a publicat
de-a lungul timpului un numar mare de lucréri si culegeri de probleme de
matematica.

Prin lucrarea de fata autorii nu au dorit sa prezinte o noud culegere de
probleme care sa se adauge celor existente, c¢i in primul rdnd au incercat, pe
baza experientei i rezultatelor proprii obtinute in domeniu, s& realizeze o carte
cu probleme dintre cele mai reprezentative si eficiente in activitatea de pregétire
matematica a elevilor de liceu.

Autorii au avut la dispozitie un material foarte vast de probleme de
matematica: culegeri de probleme, colectiile revistelor de matematica din tara (in
primul rénd Gazeta Matematica) si straindtate, probleme date la diferite concursuri
pentru elevi si concursuri de admitere in invataméntul superior, pe care le-au
parcurs si analizat din dorinta de a incerca s& ,selecteze” cele mai reprezentative
probleme de matematica pentru licee.

Cartea contine 1350 probleme si se adreseazad in egald masurd atat
elevilor de liceu care doresc sa aprofundeze cunostintele de matematica insusite
in scoald, cét si elevilor care se pregdtesc pentru concursuri de admitere in
invatamantul superior si olimpiade de matematicd. In tot cazul, diversitatea tipurilor
de probleme alese si prezentate cu solutii complete, cu grade de dificultate de
rezolvare diferite, din toata materia care se preda in licee, ofera elevilor posibilitatea
nu numai s&-gi insuseascéa diferite ,metode de rezolvare” a problemelor de
matematica, ci, mai ales, posibilitatea sé-si formeze chiar un stil propriu de a
aborda si rezolva probleme cu grade de dificultate diferite. Pentru a da o structura
unitard cartii, s-a considerat necesar s& se prezinte si un numar restrans de
probleme din fondul clasic de probleme de matematica pentru licee.

Pe de alta parte insa, avand in vedere faptul ca matematica pentru licee
are o frumoasa tradifie in invatdmantul roménesc, in carte a fost prezentat in
mod deliberat un numar relativ mare de probleme ale autorilor romani, care
ilustreaza intr-un anumit fel insdsi valoarea scolii roménesti de matematica in
acest domeniu.
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Dacéa cei care vor citi aceastd carte si vor reusi sa inteleagd si s&-gi
insuseasca metodele de rezolvare, chiar si numai pentru o parte din problemele
prezentate, dacd modul de selectionare a problemelor si de rezolvare a lor prin
metode cét mai simple si directe va stimula dezvoltarea in continuare in tara
noastrd a matematicii pentru licee, vom considera cé& lucrarea de fata si-a atins
scopul.

AUTORII

Bucuresti, decembrie, 1991
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CAPITOLUL 6

GEOMETRIE ANALITICA

6.1. DREAPTA IN PLAN

Se dau punctele A(2, 1) si B(0, - 1) fata de doua axe perpendiculare. Sa

6.1 se scrie ecuatia dreptei simetrice dreptei AB fata de dreapta OA.

Solutie
Ecuatia dreptei AB este y = x — 1, iar ecuatia dreptei OAsy:%x, cu

coeficientul unghiular m :%. Coeficientul unghiular al dreptei perpendiculare pe

ea este m’ = - 2. Scriem, de asemenea, ecuatia dreptei ce trece prin B si este
perpendiculard pe OA=y+2x+1= 0. Coordonatele punctului C de intersectie a

dreptelor OA si AB se obtin rezolvand sistemul dat de ecuatiile: yzéx Si

y +2x + 1 =0 sirezulta C(%Z%l) Coordonatele punctului B’, simetricul lui B

fata de OA, sunt —g si % Pentru a determina simetrica dreptei AB fata de

dreapta OA este suficient sa aflam simetricele a doua puncte ale dreptei AB fata de
OA. Aceste puncte sunt A si B'. Deci dreapta cautata va fi dreapta
AB'=x-7y+5=0.
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Laturile unui triunghi sunt date de ecuatile 5x — 2y + 6 = 0,
6.2 4x -y +3==0six+ 3y—7=0. Fara a calcula coordonatele varfurilor
triunghiului sa se scrie ecuatiile dreptelor care trec prin varfurile acestui
triunghi si sunt paralele cu laturile opuse.

Solutie

Ecuatia unei drepte care trece prin primul varf, adica prin punctul de
intersectie a primelor doua laturi, este: 5x — 2y + 6 + q(4x — y + 3) = 0. Dreapta
cautata care trece prin acest varf trebuie sa fie paralela cu cea de a treia latura a
triunghiului; deci coeficientii coordonatelor din ecuatiile lor trebuie sa fie

proportionali: 5+14q=—23—q’ de unde q=—%. Punand valoarea gasitd a

parametrului g n ecuatia fascicolului, se obtine ecuatia dreptei cautate: x + 3y —
— 9 = 0. Pe aceeasi cale se determind ecuatiile dreptelor care trec prin celelalte
doua varfuri ale triunghiului: 68x — 17y + 57 = 0; 65x — 26y + 72 = 0.

Sa se determine c astfel ca dreptele: 4x + 3y —c =0; 2x + 2y - 1 = 0;
6.3 g y “ .
3x + 6y — 5 = 0 sa fie concurente. Sa se gaseasca punctul de
intersectie.
Solutie

Conditia ca dreptele sa fie concurente se afla scriind ca prin punctul de

intersectie a doua drepte trece si dreapta a treia. Rezolvand sistemul format de
ultimele doud ecuatii: 2x + 2y — 1 = 0, 3x + 6y — 5 = 0 rezulta x=—§; y:%.

Punctul de intersectie este M(%Z%] Pentru ca dreptele sa fie concurente

trebuie ca si prima ecuatie sa fie verificatd de coordonatele acestui punct, deci:

4 =2 gL —-c=0, adica c=2.
3 6 6

4 3 -c
Alta metoda (prin determinanti): |2 2 -1|=0
3 6 -5
Sa se gaseasca ecuatiile laturilor unui triunghi ABC la care dreptele de
6.4 ecuatii 2x -3y +1 =0 si x+y =0 suntinaltimi, iar A(1, 2) este unul
din varfuri.
C. lonescu-Tiu
Solutie

Se constata ca A(1, 2) nu apartine celor doua inaltimi, deci ecuatiile date

reprezinta inaltimile duse pe AB si pe AC. Fie y=mx +n si y = m;x + n; ecuatiile
laturilor AB si AC care se intersecteaza in A(1, 2). Rezultd m+n=m; + ny = 2.
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Ecuatia dreptei AB se mai scrie y = mx + (2-m) si fiind perpendiculara pe inaltimea
din C de ecuatie x+y = 0 rezultd AB: x — y + 1 = 0. Dreapta AC de ecuatie
y = mix - (2 — m,) fiind perpendiculara pe dreapta de ecuatie 2x — 3y + 1 =0
rezultd AC: 3x + 2y — 7 = 0. Coordonatele punctului C sunt solutiile sistemului:
3X+2y—-7=0,x+y=0= C(7; - 7). Coordonatele lui B sunt solutiile sistemului
2x -3y +1=0; x-y+1=0, = B(-2, -1). Ecuatia dreptei BC care trece prin
B(-2; -1) si C(7; -7) este 2x + 3y + 7 = 0.

6.5 Se considera punctele A(A - 1, 0), B(A + 2, 0), C(0, A - 2), D(0, A + 1).
: Se cere locul geometric al intersectiei dreptelor AD si BC, A fiind un
parametru real variabil.
Solutie

Ecuatia dreptei AD este: y— (A + 1) = - %x, adica (A + 1)x + (A - 1)y —

- (W =1)=0, (1), iar a dreptei BC, y — (A - 2) = - %x, adica (A + 2)y +
+

+ (A - 2)x — (W — 4) = 0, (2). Pentru a afla locul geometric al intersectiei acestor

drepte, eliminam parametrul A intre ecuatiile lor. Scazand ecuatia (2) din (1)

rezulta: 3x - 3y =0, adica x —y — 1 = 0. Deci locul geometric cautat este o dreapta

care taie axele de coordonate in punctele (1, 0) si (0, -1).

Se dau dreptele Ax + 5y — 1 = 0; 2Ax — 10y + 7 = 0. Sa se determine A
6.6 g : ’ i 8 .
astfel ca dreptele sa fie: a) perpendiculare; b) paralele; c) sa faca intre
ele un unghi de 45°.

Solutie

a) Dreptele sunt perpendiculare daca intre coeficientii unghiulari avem relatia

1+mm,=0; mlz—%, m, :%, deci 20> -50=0, de unde A =+ 5. b) Pentru
< . A 2A — =

ca dreptele sa fie paralele trebuie ca m; = my; _EZE' deci A = 0. c) Tinand

+
seama de orientarea dreptelor avem conditia 7:21—02);)=1, dupa cum A este pozitiv
sau negativ. Rezultd ecuatia A> + 100 - 25 = 0, cu soldtile:

k:i5i\/5:5(ili\/§). Avem + sau -, dupa cum A este pozitiv sau negativ.
Avem deci solutiile: k:5(1+ﬁ)k:—5(1+ﬁ). Celelalte solutii: }»:5(—1+\/§) si

7»(5—\/5) reprezinta conditia ca cele doua drepte sa faca un unghi de 135°. Daca

nu se tine seama de orientarea dreptelor, atunci toate valorile gasite sunt solutii ale
problemei.
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6.7 Un triunghi echilateral are doua varfuri: A(2, 0) si B(1, 3). Sa se arate ca
: al treilea varf este situat pe una din dreptele x—y = + ﬁ .
Solutie

Fie M(a, B) al treilea varf. Trebuie ca MA = MB = AB. Deci (o - 2)* + B°
= (o - 1)> + (B - 3)° = 10. De aici se obtine sistemul oo - 3+ 3 = 0

3(11;/5) g stizﬁ

Si

. Aceste valori verifica

o’ + B> — 40— 6 = 0, cu solutia o =

ecuatia data oc—Bziﬁ, prin urmare punctul M se afla pe dreapta data.

Sa se afle locul geometric al centrelor dreptunghiurilor inscrise intr-un
6.8 triunghi dat si care au una din laturi situata pe baza triunghiului.
Solutie

Fie triunghiul ABC cu varfurile A(a, 0), B(b, 0) si C(c, d). Daca notam cu
X = o, y = B coordonatele varfului (dreptunghiului inscris) situat pe latura BC, atunci
d(a+a)+plc-a). A 2

pentru coordonatele centrului dreptunghiului rezulta: x= ;

[
ad 5 10§

relatia oc_—b:%. Elimin&dnd pe o si B dintre relatile de mai sus, rezulta ca loc

geometric dreapta: 2dx + (a+ b - 2c)y - d(b + a) = 0.

Consideram unghiul drept xOy, o dreapta oarecare (d) si un punct M,
mobil, pe aceasta dreapta. Fie P si Q proiectiile lui M respectiv pe Ox si
Oy. Se cere: a) Locul geometric al intersectiei paralelei duse prin P la
(d) cu perpendiculara dusa din Q pe (d); b) Locul intersectiei paralelei
duse din Q la (d) cu perpendiculara dusa din P pe (d).

6.9
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