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7Geometrie planã

PREFAÞÃ

la ediþia a treia

Ediþia precedentã a cãrþii, fiind publicatã în 500 de exemplare, s-a epuizat
foarte repede din librãrii.

Ediþia de faþã, a treia, cuprinde peste 2000 de probleme complet rezolvate,
multe dintre ele fiind alese dintre cele publicate în ultimii 10 ani de la ediþia
precedentã.

În recenzia cãrþii care a apãrut în Gazeta Matematicã, seria A, nr. 3 din
anul 1998 Prof. univ. N. N. Mihãileanu de la Facultatea de Matematicã din Bucureºti
fãcea urmãtoarele aprecieri:

„Aceastã culegere cuprinde foarte multe probleme, mare parte din ele
având autori români, ele constituind o contribuþie importantã în domeniul
matematicii de liceu.

O altã caracteristicã importantã a cãrþii este faptul cã toate problemele
sunt rezolvate complet ºi cu deosebitã acurateþe.

În ce priveºte problema 9.123 propusã de Prof. Mihail Popescu, ea pune
în evidenþã cunoºtinþele foarte specializate de teoria cuadricelor ale autorului,
deºi nu se încadreazã în programa analiticã a matematicii de liceu.

Cu plãcutã surprizã constat cã deºi Prof. Mihail Popescu este inginer, el
este „de-ai noºtri”, ºi privesc cu invidie generalizãrile atât de izbutite ºi variate
date la mai multe probleme de geometrie”.

Cartea având peste 1000 de pagini* s-a impus publicarea ei în douã
volume ºi anume: Vol. 1 (cap 1–5) ºi Vol. 2 (cap 6–9)**.

Prof. univ. dr. Mihail Popescu
Facultatea de Construcþii

Universitatea Ovidius din Constanþa

Bucureºti, 28 Octombrie, 2013

* Menþionãm urmãtoarele 11 probleme din carte: 1,78, 1.221, 1.353, 1.431, 1.433, 4,99, 4.330,
9.1, 9.4, 9.106, 9.123, care prezintã o anumitã semnificaþie în activitatea autorului din domeniul matematicii.

** O culegere asemãnãtoare de probleme de matematicã pentru licee a fost publicatã în anul
1901: I. Ionescu, G. Þiþeica, A. Iochimescu, V. Cristescu: Culegere de probleme de aritmeticã, geometrie,
algebrã ºi trigonometrie, Editura Gazetei Matematice, Bucureºti, 1901.

În anul 2012 s-au împlinit
100 de ani de la naºterea

marelui matematician român
Acad. Caius Iacob
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1.1.  TRIUNGHIUL 

 

�����������	
����SO��
���������������������������������xy��	������������
OS����������������������������	�	��	�����α��������OS����������������������

�� ������ ��� 	����	�� �������� ����������� �
��� �α. (Propri������ ����
���� ���
���
��	�����
������	�	������������������������
�
	��������������� 

������� 

Avem �SOy = �S’Ox = θ�������	������������SOy’ = �S”Ox’ de unde  θ + α =  

= θ - α + �S’OS” ⇒ �S’OS” = 2α, (fig.1.1). 

       

          Fig. 1.1     Fig. 1.2 

���
�����������	�����	������	���	��������
�������	������
����
�
���� 

������� 

Fie BB1� ��� CC1� ����� ��	�� ������
�� �����	����� ��� ���	����	�� ABC (fig.1.2). 
Triunghiurile dreptunghice BB1C����BC1C sunt congruente deoarece au ipotenuza 

1.1 

1.2 



 ���������	��
������	���	�
�����������
��� 
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��
	����BC�������	��������������	ente (BB1 = CC1��� ��	�����ABC = �ACB, deci 
triunghiul ABC este isoscel. 

Fie D un punct pe latura AC a triunghiului ABC cu AB > BC�� ��� 
��
��
��
���������AB > BD. 

������� 

!��������AB > BC��
�������C > �A��"���#�����������������ADB > �C (2), ca 
unghi exterior triunghiului BCD�� $��� �������������� �"�� ��� ���� ���	���� ��� ��� ���	����	��

ABD avem �BDA > �A�����	�������	����AB > BD (fig.1.3). 

                   

                             Fig. 1.3                                                          Fig. 1.4 

������	���������ABCD��$�	���	�����M����N�����	�������	�	��������	�	��
în sens invers acelor de ceasornic, pornind unul din A���������������B, cu 
�������� %��������������� ���	�����
���������
�&���	�	��O al segmentului 
MN. 

Concurs elevi, 1974 

������� 

Ducem MP ��������� �	� BN (MP = BN) (fig.1.4). Patrulaterul MPNB este 
dreptunghi. Deci mijlocul O al segmentului MN��
������
�&���	��
��
���	�	��BP. Dar 
AMP este un triunghi dreptunghic isoscel. Când M descrie latura AB����N latura BC, 
P va descrie diagonala AC. Prin omotetie, O (mijlocul lui BP��%����
����������������
la AC, care va uni A’, B’ – mijloacele laturilor AB����BC��!�����	'����������
���	���
���	�����
������%�����������	��A’B’C’D’ (C�����D’ mijloacele lui CD����DA). 

$�	��������������	����������������ABC����A’B’C��
����������������������
	�
������� �����"�(��� ��� 
�� ��
��
������ ��)� ��� HB�� �
��� ������
�� ���
triunghiul CC’B’; b) MA���
���
������� ��� ���	����	��CC’A’;  c) LB’ este 
bisectoare în triunghiul B’C’C. 

Gh. Bazacov, RMF, 1952 

1.3 

1.4 

1.5 
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������� 

Dreapta C’B’ este perpen���	����� ��� BC deoarece: �CBA + �B’C’A’ =            

= �CBA + �BCA = 90o. HB’ trecând prin B����	���	����������
����������	��������
��
în triunghiul CBC��� �
��� ��� �
�
����� ������
�� ��� �������� ���	����� ��� ����� ��� ���
triunghiul CC’B’.  b) Triunghiurile A’BA� �i CB’C�� 
	��� �
�
����� ��� �%'��� ��������

unghi de vârf (�A’B’C’ = �ABC) unghiurile de la baze sunt congruente, deci 

�CA’M = �AA’B = �A’C’M�� !����	����� 	����	�������MCA�� ���� CA’M� &	
�������

����	�� ��� ��� ���	����	�� �����	������CA’C’, A’M� �
���
�������� � ��� *���iul �CB’A 

�
���������������	����	�	���
�
����+,,�����������CB’A = �A’AB’ + �ABC.  Mai  avem 

 

Fig. 1.5 

�C’B’A = �AB’B + �A’B’C��� -�
���A’AB’ = �AB’B� ����ABC = �A’B’C’, de unde 

���	�����CB’A = �C’B’A. Unghiurile �C’B’L� ����LB’C� �%'��� �������� 
	���
�����

�CB’A = �C’B’A�����	�������
	��������	�����������LB’ este bisectoare în triunghiul 
B’C’C (fig.1.5). 

Fie ABC�	�����	��������������������M mijlocul lui BC�����������������B����
C în N����P������������������������d) ce trece prin A�����
�����������
triunghiul MNP este echilateral. 

Gh. Bercea, RMF, 1953 

������� 

��� �.
��%�� ��� ����	���������ANMB� ���AMPC sunt inscriptibile. Prin urmare 

�MNP = �ABC = 60o� ����MPN = �ACB = 60o�� +%'��� ��	�� 	����	��� ��� /0o, 
triunghiul MNP este echilateral (fig.1.6). 

ABC fiind un triunghi e��������������I un punct oarecare din planul lui, cu 
segmentele IA, IB, IC se poate construi un triunghi. 

Teorema Dimitrie Pompeiu 
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este situat pe cercul circumscris triunghiului ABC� ��� ���� �� ���	��� ������ �	� ������
������	���	��I coincide cu unul din vârfurile triunghiului. 
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Fie E� �	���	�� ��� �����
������ al diagonalelor 
trapezului dreptunghic ABCD �	� .���� 
����AD, 
baza mare BC� ��� ���	��� +,� ���������	����� ���

.����� $����AB2 = AD· BC ⇒ 
AB
BC

AD
AB = , atunci  

triunghiurile dreptunghice ABC� ���ABD sunt asemenea, deci �BCA = �ABD�� ���
cum AB ⊥ BC����	�������AC ⊥ BD (fig.1.8). 

1.8 

Fig. 1.8 



1Geometrie planã

PROBLEME ALESE
DE MATEMATICÃ

pentru licee



2 Probleme alese de matematicã pentru licee

În timp ce prima ediþie a acestei lucrãri se afla sub tipar ne-
a pãrãsit profesorul CONSTANTIN IONESCU-ÞIU,
care timp de jumãtate de secol a slujit cu credinþã
Gazeta Matematicã ºi care a avut o contribuþie hotãrâtoare
la aceastã lucrare.
Ne-a pãrãsit, de asemenea, academicianul CAIUS IACOB,
care cu dragostea lui permanentã pentru ºcoala
româneascã a susþinut cu entuziasm ºi cãldurã munca
noastrã.
Memoriei lor luminoase fie-le dedicatã aceastã carte.

Prof. univ. dr. ing. Mihail Popescu
Bucureºti, 12 noiembrie 1992
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CUVÂNT ÎNAINTE

la ediþia a treia

Iatã o culegere de probleme de matematicã ce conþine peste 2000 de
mici rezultate matematice din toate domeniile matematicii ºcolare, cu un succes
neaºteptat peste ani, ajunsã la a treia ediþie.

Autorul, doctor inginer de profesie, a rãmas de-a lungul timpului un mare
iubitor al matematicii ºcolare ºi a strâns, cu rãbdare, problemele de matematicã
cele mai frumoase ºi cele mai utile pregãtiri matematice, din ultima jumãtate de
secol ºi uneori mai mult.

Un numãr însemnat dintre aceste probleme, publicate în Gazeta
Matematicã au ca autor pe prof. C. Ionescu-Þiu, stâlp al Gazetei Matematice în
perioada 1950–1990.

Influenþa acestuia asupra educaþiei matematice a fost extrem de beneficã
ºi a susþinut în timp acel titlu de excelenþã acordat în lume ºcolii matematice
româneºti.

Lucrarea este excelent alcãtuitã, problemele gradat alese ºi sunt convins
cã tinerii  ce se vor apleca asupra textului cu rãbdare ºi pasiune vor putea
accede în timp la vârfurile ºtiinþei, nu numai matematice.

Închei remarcând valoarea istoricã a lucrãrii ca un compendiu al
problemelor Gazetei Matematice, revistã româneascã ce iatã, strãbate cel de-al
treilea secol de existenþã

Prof. univ. dr. Radu Gologan

Preºedintele Societãþii de ªtiinþe

Matematice din România

Bucureºti, Decembrie, 2013
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PREFAÞÃ

la ediþia a treia

Ediþia precedentã a cãrþii, fiind publicatã în 500 de exemplare, s-a epuizat
foarte repede din librãrii.

Ediþia de faþã, a treia, cuprinde peste 2000 de probleme complet rezolvate,
multe dintre ele fiind alese dintre cele publicate în ultimii 10 ani de la ediþia
precedentã.

În recenzia cãrþii care a apãrut în Gazeta Matematicã, seria A, nr. 3 din
anul 1998 Prof. univ. N. N. Mihãileanu de la Facultatea de Matematicã din Bucureºti
fãcea urmãtoarele aprecieri:

„Aceastã culegere cuprinde foarte multe probleme, mare parte din ele
având autori români, ele constituind o contribuþie importantã în domeniul
matematicii de liceu.

O altã caracteristicã importantã a cãrþii este faptul cã toate problemele
sunt rezolvate complet ºi cu deosebitã acurateþe.

În ce priveºte problema 9.123 propusã de Prof. Mihail Popescu, ea pune
în evidenþã cunoºtinþele foarte specializate de teoria cuadricelor ale autorului,
deºi nu se încadreazã în programa analiticã a matematicii de liceu.

Cu plãcutã surprizã constat cã deºi Prof. Mihail Popescu este inginer, el
este „de-ai noºtri”, ºi privesc cu invidie generalizãrile atât de izbutite ºi variate
date la mai multe probleme de geometrie”.

Cartea având peste 1000 de pagini* s-a impus publicarea ei în douã
volume ºi anume: Vol. 1 (cap 1–5) ºi Vol. 2 (cap 6–9)**.

Prof. univ. dr. Mihail Popescu
Facultatea de Construcþii

Universitatea Ovidius din Constanþa

Bucureºti, 28 Octombrie, 2013

* Menþionãm urmãtoarele 11 probleme din carte: 1,78, 1.221, 1.353, 1.431, 1.433, 4,99, 4.330,
9.1, 9.4, 9.106, 9.123, care prezintã o anumitã semnificaþie în activitatea autorului din domeniul matematicii.

** O culegere asemãnãtoare de probleme de matematicã pentru licee a fost publicatã în anul
1901: I. Ionescu, G. Þiþeica, A. Iochimescu, V. Cristescu: Culegere de probleme de aritmeticã, geometrie,
algebrã ºi trigonometrie, Editura Gazetei Matematice, Bucureºti, 1901.

În anul 2012 s-au împlinit
100 de ani de la naºterea

marelui matematician român
Acad. Caius Iacob
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PREFAÞÃ

la ediþia a doua

Prima ediþie a acestei cãrþi, deºi a fost publicatã în 15 000 de exemplare,
s-a epuizat repede din librãrii, iar în momentul de faþã, dupã opt ani, nu se
gãseºte nici în anticariate.

Având o prezentare elogioasã a academicianului Caius Iacob, cartea a
fost primitã cu mare interes de cãtre elevii ºi profesorii de liceu.

Am avut posibilitatea, cu ajutorul colegilor mei, profesori de matematicã,
sã prezint elevilor de la câteva licee din Bucureºti ºi din þarã aceastã culegere
de probleme.

Deoarece cartea acoperã toatã programa analiticã a matematicii care se
predã în licee, am constatat cu satisfacþie marele interes pe care l-au arãtat elevii
faþã de aceastã culegere, care prezintã un aºa de mare numãr de probleme,
toate însoþite de figuri ºi soluþii complete.

Pe de altã parte însã, este bine cunoscut faptul cã elevii îºi îndreaptã
atenþia în primul rând asupra cãrþilor recomandate de profesorii lor.

Pentru ca aceastã carte sã ajungã mai repede la elevi, ar trebui poate sã
spun cã ea se adreseazã în primul rând … profesorilor de matematicã!

În tot cazul, având experienþa ºi altei culegeri de probleme de matematicã
pentru licee, publicatã în anul 1997, adresându-mã aici elevilor de liceu, le pot
mãrturisi cã în aceastã carte am cãutat sã surprind frumuseþea matematicii,
acolo unde este ea, alegând dintre problemele mai grele sau mai uºoare întâlnite,
pe cele care imprimã parcã spiritului uman un pic de îndrãznealã în … „lupta cu
imposibilul”.

ªi într-adevãr, de multe ori, cei care sunt puºi sã rezolve o problemã de
matematicã, de fapt ca ºi în problemele de viaþã, au de ales între „totul sau
nimic”.

Din acest punct de vedere matematica are un loc aparte, care, într-o lume
rãvãºitã de atâtea probleme, poate fi un izvor de satisfacþii spirituale ºi o razã de
speranþã.

Pe de altã parte însã, matematica este o materie între multe altele, pe
care elevul trebuie s-o parcurgã ºi sã ºi-o însuºeascã, începând cu ºcoala generalã
ºi pânã la terminarea liceului.



10 Probleme alese de matematicã pentru licee

Pus în aceastã situaþie elevul, avându-l alãturi pe profesorul de matematicã,
are de ales parcã între prietenia cu o „matematicã frumoasã ºi atrãgãtoare”, sau
lupta cu un adversar pe care încearcã sã-l înfrângã, fãrã sã-ºi dea seama cã
acesta n-a fost învins niciodatã de cei care mai întâi nu i-au fost prieteni.

Cartea conþine 1900 probleme, cu 550 în plus faþã de ediþia întâi, plasate
în capitolule 1 ÷ 7 în paragraful „probleme de sintezã” ºi în capitolele 8 ºi 9 în
„Secþiunea B”, ºi acoperã întreg domeniul matematicii de liceu: Geometrie,
Trigonometrie, Algebrã ºi Analizã Matematicã.

Cartea se adreseazã în egalã mãsurã atât elevilor care doresc sã
aprofundeze cunoºtinþele de matematicã însuºite în ºcoalã, cât ºi elevilor care se
pregãtesc pentru concursuri de admitere în învãþãmântul superior ºi olimpiade de
matematicã.

Problemele cuprinse în carte sunt însoþite de figuri ºi soluþii complete, ºi
oferã elevilor posibilitatea nu numai sã-ºi însuºeascã diferite ²metode de rezolvare²,
ci mai ales posibilitatea de a-ºi forma chiar un stil propriu de rezolvare a unor
probleme de matematicã, cu grade de dificultate diferite.

Ca ºi la ediþia întâi, îmi exprim speranþa, cã dacã cei care vor citi aceastã
carte ºi vor reuºi sã înþeleagã ºi sã-ºi însuºeascã metodele de rezolvare, chiar
ºi numai pentru o parte din problemele prezentate, dacã modul de selecþionare
a problemelor ºi de rezolvare a lor prin metode cât mai simple ºi directe va
stimula dragostea pentru matematicã, atunci putem considera cã lucrarea de faþã
ºi-a atins scopul.

Profesor universitar
Mihail Popescu

Facultatea de Construcþii
Universitatea Ovidius din Constanþa

Bucureºti, 12 noiembrie, 2002



11Geometrie planã

CUVÂNT ÎNAINTE
La ediþia întâi

Matematicii i se rezervã acum, în acest sfârºit de secol ºi de mileniu, un
rol esenþial în învãþãmântul liceal. Ea este consideratã, pe drept cuvânt, datoritã
virtuþilor ei educative, ca un element de culturã generalã absolut necesar în orice
domeniu de activitate umanã, ca un auxiliar preþios pentru formarea unei gândiri
corecte, consecvente, care mãreºte puterea de pãtrundere ºi de analizã a spiritului
uman în orice domeniu de activitate.

Dar însuºirea de cãtre elev a abilitãþii necesare pentru rezolvarea diverselor
probleme matematice nu este deloc uºoarã.

Ea reclamã o muncã susþinutã, temeinicã, tenace, în vederea asimilãrii
cunoºtinþelor primite la scoalã, ea cere rezolvarea de numeroase exerciþii, probleme
ºi aplicaþii, elevul urmând a lãmuri cu creionul în mânã fiecare amãnunt, fiecare
implicaþie logicã ºi adâncind mereu noþiunile de bazã. Dupã o astfel de muncã,
pe nesimþite, vãlul care-l înconjoarã se destramã ºi o perspectivã admirabilã i se
deschide. Matematica îi va apãrea în toatã mãreþia ei ºi ea îi va oferi acea cheie
minunatã cu ajutorul cãreia va putea deschide larg porþile diverselor ºtiinþe ale
naturii sau ale disciplinelor tehnice. Pentru tânãrul dornic sã ajungã la acest
stadiu, un auxiliar preþios se impune. Acesta este constituit de obicei de o bunã
culegere de probleme care sã reia elementele de bazã din manuale ºi sã le
ilustreze prin aplicaþii cât mai sugestie, prin exerciþii ºi probleme metodic alese,
prin soluþii cât mai simple ºi mai naturale, prin teste judicios pregãtite.

Culegerea de Probleme de Geometrie, Trigonometrie, Algebrã ºi Analizã
Matematicã pentru licee pe care au alcãtuit-o prof. Constantin Ionescu-Þiu ºi dr.
ing. Mihail Popescu se înscrie în fruntea numeroaselor culegeri existente în
literatura românã de specialitate. Ea se recomandã mai întâi prin autorii ei.

Prof. C. Ionescu-Þiu a activat încã din tinereþe la vechea Gazetã
Matematicã. El a fost apoi ani îndelungaþi redactor responsabil al noii serii a
Gazetei Matematice ºi s-a ilustrat atât ca profesor, cât ºi ca un fecund creator
de probleme matematice.

Dr. ing. Mihail Popescu ºi-a început de asemenea ucenicia ºtiinþificã la
Gazeta Matematicã, ilustrându-se întâi, pe când era elev de liceu, ca rezolvitor
de probleme ºi, mai târziu, devenit inginer, apoi doctor inginer ºi cercetãtor
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ºtiinþific principal la Institutul de Cercetãri Hidrotehnice din Bucureºti prin valoroase
contribuþii originale în domeniul mecanicii fluidelor ºi al hidraulicii, care sunt ilustrate
ºi prin apreciatele tratate de specialitate al cãror autor este.

Aº putea spune cã volumul pe care-l oferã aceºti doi autori tineretului
studios este realizat în cea mai purã tradiþie a Gazetei Matematice ºi continuã
opera stâlpilor Gazetei, bine-cunoscuþi (Ion Ionescu, George Þiþeica, Andrei
Ioachimescu, Vasile Cristescu), care au publicat ºi ei valoroase culegeri de
probleme.

O simplã parcurgere a cuprinsului prezentului volum ne asigurã cã el
conþine o bogatã colecþie de probleme (în total 1350 probleme) însoþite de soluþiile
lor alese în mod bine chibzuit, preocuparea de cãpetenie a autorilor fiind aceea
ca cititorul sã-ºi însuºeascã metode de rezolvare care sã le permitã sã atace în
mod independent ºi alte probleme similare.

Multe probleme sunt originale, fiind compuse de autori, plecând în general
de la idei simple ºi fecunde, altele sunt datorate unor alþi matematicieni cunoscuþi
menþionaþi în text. Acestea au fost iniþial publicate în special în Gazeta Matematicã
sau în alte reviste matematice cunoscute. Nu lipsesc desigur nici probleme date
la diverse concursuri ºcolare sau la examene de admitere în institute de învãþãmânt
superior, precum ºi probleme propuse la concursuri internaþionale.

Realizând acest auxiliar preþios pentru elevii care vor sã se consacre în
viitor în special ºtiinþelor naturii sau ºtiinþelor tehnice, autorii au adus, prin strãdania
lor, un mare serviciu cauzei învãþãmântului românesc, pentru care se cade sã le
fim recunoscãtori. Editura Tehnicã are meritul publicãrii prezentului volum în
bune condiþii, continuând astfel seria culegerilor de probleme de matematicã
publicate anterior de prof. C. Ionescu-Þiu în cadrul acestei edituri ºi care au
adus, de asemenea, reale servicii ºcolii româneºti.

Academician Caius Iacob

Bucureºti, august, 1990
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PREFAÞÃ

la ediþia întâi

În literatura de specialitate care se adreseazã elevilor de liceu s-a publicat
de-a lungul timpului un numãr mare de lucrãri ºi culegeri de probleme de
matematicã.

Prin lucrarea de faþã autorii nu au dorit sã prezinte o nouã culegere de
probleme care sã se adauge celor existente, ci în primul rând au încercat, pe
baza experienþei ºi rezultatelor proprii obþinute în domeniu, sã realizeze o carte
cu probleme dintre cele mai reprezentative ºi eficiente în activitatea de pregãtire
matematicã a elevilor de liceu.

Autorii au avut la dispoziþie un material foarte vast de probleme de
matematicã: culegeri de probleme, colecþiile revistelor de matematicã din þarã (în
primul rând Gazeta Matematicã) ºi strãinãtate, probleme date la diferite concursuri
pentru elevi ºi concursuri de admitere în învãþãmântul superior, pe care le-au
parcurs ºi analizat din dorinþa de a încerca sã „selecteze” cele mai reprezentative
probleme de matematicã pentru licee.

Cartea conþine 1350 probleme ºi se adreseazã în egalã mãsurã atât
elevilor de liceu care doresc sã aprofundeze cunoºtinþele de matematicã însuºite
în ºcoalã, cât ºi elevilor care se pregãtesc pentru concursuri de admitere în
învãþãmântul superior ºi olimpiade de matematicã. În tot cazul, diversitatea tipurilor
de probleme alese ºi prezentate cu soluþii complete, cu grade de dificultate de
rezolvare diferite, din toatã materia care se predã în licee, oferã elevilor posibilitatea
nu numai sã-ºi însuºeascã diferite „metode de rezolvare” a problemelor de
matematicã, ci, mai ales, posibilitatea sã-ºi formeze chiar un stil propriu de a
aborda ºi rezolva probleme cu grade de dificultate diferite. Pentru a da o structurã
unitarã cãrþii, s-a considerat necesar sã se prezinte ºi un numãr restrâns de
probleme din fondul clasic de probleme de matematicã pentru licee.

Pe de altã parte însã, având în vedere faptul cã matematica pentru licee
are o frumoasã tradiþie în învãþãmântul românesc, în carte a fost prezentat în
mod deliberat un numãr relativ mare de probleme ale autorilor români, care
ilustreazã într-un anumit fel însãºi valoarea ºcolii româneºti de matematicã în
acest domeniu.
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Dacã cei care vor citi aceastã carte ºi vor reuºi sã înþeleagã ºi sã-ºi
însuºeascã metodele de rezolvare, chiar ºi numai pentru o parte din problemele
prezentate, dacã modul de selecþionare a problemelor ºi de rezolvare a lor prin
metode cât mai simple ºi directe va stimula dezvoltarea în continuare în þara
noastrã a matematicii pentru licee, vom considera cã lucrarea de faþã ºi-a atins
scopul.

AUTORII

Bucureºti, decembrie, 1991
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CAPITOLUL  6 

 

����������	
	������ 
 

 

 

6.1.  DREAPTA ÎN PLAN 

 

Se dau punctele A����������B(0, -����	
�������
���
��������������
�������
������������
��
���������������������������AB�	
���������
��
�OA. 

������� 

���
��
� �������� AB este y = x –� ��� �
�� ���
��
� �������� xyOA
2
1=≡ , cu 

coeficientul unghiular  
2
1=m . Coeficientul unghiular al dreptei perpendiculare pe 

ea este m’ = -� ��� �������� ��� 
������
�� ���
��
� �������� ��� ������ �����B� ��� �����
�����������
��� ��� 012 =++≡ xyOA . Coordonatele punctului C� ��� ������������ 
�

dreptelor OA� ��� AB� ��� 
����� ���
������ ��������� �
�� ��� ���
������� xy
2
1= � ���������������������

y + 2x� ���!�"���� �������� 




 −−

5
1

,
5
2

C . Coordonatele punctului B’, simetricul lui B 

	
��� ��� OA, sunt 
5
4− � ���

5
3

. Pentru a determina simetrica dreptei AB� 	
��� ���

dreapta OA��������	����������
	����������������
��
����������
�����������AB�	
������
OA. Aceste puncte sunt A� ��� B’�� #���� ���
��
� ����
��� �
� 	�� ���
��
�

057' =+−≡ yxAB . 

6.1 



 ���������	��
������	���	�
�����������
��� 
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$
������� ����� �����%&�� ����� �
��� ��� ���
������ 'x – 2y + 6 = 0,                   
4x - y� �(�!�!�"����x + 3y –�)�!�"��*����
��
����
��

��
�
��������	����
��
�����%&���������������������
�������������
���
����������������	������
�������
�����%&�����������
�
�ele cu laturile opuse. 

������� 

���
��
� ����� ������� �
��� ������ ����� ������� ���	�� 
����� ����� �������� ���
������������
�������
���
��� �
������������'x – 2y + 6 + q(4x – y + 3) = 0. Dreapta 
����
����
��������������
��������	������������	����
�
����������
����
�����
��
�����
�
�����%&�����+� ����� �
�	��������� �

��
�
���
�� ���� ���
������ �
�� �������� ��� 	���

��
�
���
�
����
3

2
1
45 qq −−=+

, de unde  
13
17−=q . Pun���� �
�

��
� %������ 
�

parametrului q� ,�����
��
� 	
����
������� ���
���������
��
��������� ����
����x + 3y –    
−� -�!�"��.��
���
��� �
��� ������������� ���
������ �������
�� �
��� ���������� �����
����
�
������	����
��������%&�������/0x – 17y + 57 = 0; 65x – 26y + 72 = 0. 

����������������c astfel ca dreptele: 4x + 3y – c = 0; 2x + 2y – 1 = 0;  
3x + 6y –� '� !� "� ��� 	��� �
���������� ��� ��� %���
���� �������� ���
������������ 

������� 

1
�����
� �
� ��������� ��� 	��� �
��������� ��� 
	��� �������� �� prin punctul de 
������������ 
� �
��� ������� ������ ��� ���
��
� 
� ����
�� 2��
������ ��������� 	
��
�� ���

��������� �
��� ���
����� �x + 2y – 1 = 0, 3x + 6y –� '� !� "� �������� �
3
2−=x ; 

6
7=y . 

.������� ��� ������������ ����� � 




 −

6
7

,
3
2

M �� .������ �
� ��������� ��� 	��� �
���������

�������� �
� ��� ����
� ���
���� ��� 	��� ����	��
��� ��� �

��
�
����� 
������� ������� ������

0
6
7

3
3
2

4 =−




+





 −

c ��
�����
6
5=c . 

	
������������������������
������ 0

563

122

34

=
−
−
− c

 

������%���
�������
�������
�����
������������ghi ABC la care dreptele de 
���
�����x – 3y  ���!�"������x + y�!�"�������,����������
��A(1, 2) este unul 
din vârfuri. 

C. Ionescu-��� 

������� 

��� �
���
��� ��� A���� ��� ��� 
�
������ ���
�� �
��� ,��������� ����� ���
������ �
���
�����������,������������������AB�������AC. Fie  y = mx + n������y = m1x + n1����
������
laturilor AB����AC��
����������������
��� ,��A(1, 2). �������� ���	�
����1 + n1 = 2. 

6.2 

6.3 

6.4 
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�
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���
��
���������AB se mai scrie  y = mx + (2-m�����	����������������
������,�������
�
din C� ��� ���
���� x+y� !� "� �������� AB: x – y + 1 = 0. Dreapta AC� ��� ���
������������������
y = m1x - (2 – m1�� 	����� �����������
��� ��� ���
��
� ��� ���
���� �x – 3y + 1 = 0 
��������AC: 3x + 2y – 7 = 0. Coordonatele punctului C� ����� �
�������� �����������������
3x + 2y – 7 = 0, x + y = 0 ⇒ C(7; - 7). Coordonatele lui B�������
��������������������
2x – 3y + 1 = 0;  x – y + 1 = 0, ⇒ B(-2 , -�������
��
���������BC care trece prin      
B(-2; -������C(7; -7) este 2x + 3y + 7 = 0. 

Se consider�����������A(λ - 1, 0), B(λ + 2, 0), C(0, λ - 2), D(0, λ + 1). 
��� ����� �
���� %�
������� 
�� ������������� �������
��AD� ���BC, λ fiind un 
parametru real variabil. 

������� 

���
��
���������AD este:  y – (λ + 1) = - x
1
)1(

−λ
+λ

��
������λ + 1)x + (λ - 1)y –          

– (λ2 – 1) = 0, (1), iar a dreptei BC, y – (λ - 2) = - x
2

)2(
+λ
−λ

�� 
����� �λ + 2)y +             

+ (λ - 2)x – (λ2 –�3��!�"�� �����.������
�
	�
� �
����%�
�������
�� �������������
����
��
�������� ��������� �
�
������� λ� ,����� ���
������ �
��� �������� ���
�ia (2) din (1) 
����������(x - 3y�!�"��
�����x – y –���!�"��#�����
����%�
�����������
�������
����
����
�
����
���
���������

��
�
���,���������������"������"��-1). 

Se dau dreptele λx + 5y – 1 = 0; 2λx – 10y� �)�!�"������������������λ 

��	����
�������������	����
�������������
��+�����
�
����+�������	
���,�����
ele un unghi de 45o. 

������� 


��#������������������������
����
���,������
�	�����������%&���
���
�������
�ia    

1 + m1m2 = 0; 
51
λ−=m , 

10
2

2
λ=m , deci  2λ2 – 50 = 0, de unde  λ = ± 5.  b) Pentru 

�
������������� 	����
�
����� ���������
� �m1 = m2; 
10
2

5
λ=λ− , deci λ�!�"�� ��������nd 

��
�
����
�����
��
��������
��
�����
�����
�� 1
25

10
2 =

−λ
λ±

�����������λ este pozitiv 

�
�� ��%
����� 2������� ���
��
� � λ2 ± 10λ -� �'� !� "�� ��� �
���������

( )215505 ±±=±±=λ . Avem + sau -�� ����� ���� λ este pozitiv sau negativ. 

4���� ����� �
��������� ( ) ( )215,215 +−=λ+=λ �� 1����
���� �
������� ( )215 +−=λ � ���

( )25 −λ �������������
�����
��
�������
�������������	
��������%&������('o��#
���

�������������
�
����
�����
��
��������
���
�������

����
�
�����%������������
������
���
problemei. 

 

6.5 

6.6 
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5�������%&����&��
���
��
����
������	�����A����"�����B����(���������
�
������

al treilea vârf este situat pe una din dreptele  x – y = 3± . 

������� 

Fie M(α, β) al treilea vârf. Trebuie ca MA = MB = AB. Deci (α - 2)2 + β2 =            
= (α - 1)2 + (β - 3)2� !� �"�� #�� 
���� ��� 
������ ��������� α - 3β  � (� !� "� ���������������������������

α2 + β2 – 4α –�/�!�"������
����
��
( )

2
313 ±=α ����

2
33±=β ��4�������
�
�������	��� 

���
��
��
��� 3±=β−α , prin urmare punctul M����
	���������
��
��
��� 

��� ���
	��� �
����%�
�������
���������
���������%&�����
�� ,�������� ,���-un 
�����%&���
������
���
����
������
���������
�������
�a triunghiului. 

������� 

Fie triunghiul ABC cu vârfurile A(a, 0), B(b�� "�� ��� C(c, d��� #
��� �
���� �����������
x = α, y = β coordonatele vârfului (dreptunghiului înscris) situat pe latura BC, atunci 

��������

��
�
����������������������%&���������������
( ) ( )

ad
acad

x
−β++α= ; 

10
2

5
λ=λ− ����

���
��
�
2
β=

−
−α

bc
b

. Eliminând pe α� ��� β� ������� ���
������ ��� �
�� ����� �������� �
� �
��

geometric dreapta: 2dx + (a + b - 2c)y - d(b + a) = 0. 

1
�����������%&����������xOy��
����
����

���
��� �d��������������M, 
�
��������
��
�������
�����*���P����Q���
�������������M respectiv pe Ox����
Oy������������
��$
����%�
�������
�� ��������������
�
����������������P la 
(d����������������
�
����������Q pe (d�+� ����$
���� ��������������
�
������
duse din Q la (d����������������
�
����������P pe (d). 

���	�
��
�����
����
	���
��
�����
���
��	������������� 

 

Fig. 6.9 

6.7 

6.8 

6.9 




